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VORWORT DES ÜBERSETZERS. 



Nachdem die Herren Verleger dieser Uebersetzung den 
Unterzeichneten aufgefordert hatten, eine solche auszuarbeiten, 
setzte sich derselbe mit dem Herrn Verfasser des Originals 
in Verbindung, um von diesem und dem italiänischen Verleger 
die Erlaubniss zu dieser Arbeit zu erlangen. Beide Herren 
haben mit freundlichster Bereitwilligkeit die Erlaubniss ertheilt^ 
Herr Prof. Cremona ausserdem durch theilweise Zusätze zum 
Original, sowie durch das Lesen einer Gorrectur um die Rich- 
tigkeit der Uebersetzung sich grosse Verdienste erworben. Ich 
ermangele nicht, denselben meinen verbindlichsten Dank öffent- 
lieh auszudrücken. 

Statt die Figuren auf besonderen Blättern nebenher zu 
{[eben, haben die Herren Verleger es vorgezogen, dieselben 
in den Text des Buches selbst eindrucken zu lassen. Die 
leichte Benutzbarkeit des Werkes dfirfte dadurch nicht unbe- 
trächtlich gewonnen haben, das überhaupt, wie kaum ein 
anderes, geeignet ist, in die in neuerer Zeit so bedeutend in 
den Vordergrund getretene graphische Behandlung der Rech- 
nungs- und der statischen Probleme einzuführen. 

Das italiänische Original ist für die Istituti Tecnici 
des italiänischen Reiches bestimmt, die sich am ehesten mit 
unseren Realschulen, vielleicht noch mehr mit den Gewerbe- 
schulen vergleichen lassen. Dort und in den Vorklassen der 
Polytechnischen Schulen dürfte die Benutzung auch wohl bei 
uns angebracht sein. 

Thorn, December 1874. 

M. Cnrtze. 
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Dieses Werkchen ist nur zu einem Schulzwecke geschrieben 
worden, und zwar um zum Studium der jugendlichen Zöglmge 
der Scuole tf Applicazione zu dienen, die sich auf die graphische 
Statik vorbereiten wollen, sowie für die Schüler der Istituti 
TecTudy denen die Programme vom Jahre 1871 das Studium 
einiger Theile des graphischen Rechnens zur Pflicht machen. 

Obgleich es mir geglückt sein dürfte, einige Resultate zu 
vereinfachen oder zu verallgemeinem, so strebe ich doch nicht 
nach dem Ruhme eines Erfinders, ein Ruhm, der andererseits 
bei einem so elementaren Gegenstande, als der vorliegende ist, 
sehr zur unrechten Zeit verlangt würde. 

Die Werke , aus denen ich alles das geschöpft habe , was 
auf den nachfolgenden Seiten Gutes sein mag, sind speciell die 
von MöBiüS, von unserem Ghelini, von Grassmann, von Cül- 
MANN und von andern Schrif&tellem, die ich niemals zu eitleren 
unt^lassen habe, so oft mir dieses möglich war. 

Die Figuren sind von Herrn Ingenieur Carlo Saviotti 
gezeichnet worden, dem ich hierfür meinen besten Dank 
. ausspreche. 

Rom (S. Pietro in Vincoli), Deeember 1873. 

Der Ver&Mer« 
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I. PRINCIP DER ZEICHEN IN DER GEOMETRIE. 

1. Ei «eien 0, A, X drei Punkte einer gegebenen Geraden 
(Fig. 1), von denen wir die beiden ersten als fest annehmen; der 
dritte dagegen bewege sich 
Too ausgehend in der Rich- 
tung OA. Es sei ferner be- 
zflglich a, X die Zahl der 
Lineareinheiten, welche in den 
Segmenten (d. h. den be- 
grenzten Theilen der Geraden) 
ÜA, OX enthalten ist. So 
lange X zwischen und A 
bleibt, hat man x < a; fällt 

X genau auf A, bo ist i — a ; und sobald X weiter fortgeschritten 
iat, haben wir x > a. 

Wenn der Punkt X, statt sich von nach A hinznbewegen, 
rückwärts in entgegegengesetirter Itichtnng fortginge (Fig. 2), so 
wäre die Zahl i der Linearein- 
heiten, die in der Strecke OX 
enthalten sind, als negativ zu 
betrachten, sobald man a als eine 
positive Zahl festhält. Hätten 
z. B. X und A gleichen Abstand 
von 0, 80 hätte man x — — a. 

Eine Gerade werden wir immer als von einem eich bewegen- 
dem Punkte beschrieben ansehen. Von den beiden Richtungen, in 
denen die Bewegung des erzeugenden Punktes geschehen kann, 
heiast die eine posit'iv, die andere negativ. Statt positive 

Crmoaa, Ctlcal. ' 1 
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oder negAtive Richtung sagt man ancb positiver oder nega- 
tiver Sinn. 

Sobald ein Segment einer Geraden dnrch die Zahl x der in 
ihm entbaltenen Lineareinheiten bezeichnet wird, so wird der Sinn 
dee Segmentes dnrch das algebrusche Zeichen (■{- oder — ) der 
Zahl s angezeigt. 

Ein Segment lllsst sich a^er ancb mittelst der beiden Buch- 
staben, die an den Endpunkten stehen, bezeichnen; z. B. AB (Fig. 3). 
In diesem Falle setzen wir 

Ifest, dass wir AB oder BA 
schreiben, je nachdem die 
Bewegung des ersengenden 
Punktes als in der Richtung 
von A nach B oder in der 
entgegengesetzten vor sieb 
gehend aufgefasst wird. Die- 
ser Bestimmung gemäss bezeichnen die Symbole AB, BA zwei 
gleiche, aber entgegengesetzte *J Grössen, und es folgt also di« 
Identität 

AB + BA = 0, 
oder auch 

AB = — BA, BA = — AB. 
Von den beiden Punkten A,B, den Orenzpunkteu des Seg- 
mentes AB, heisst der eine A der Anfangspunkt, der andere 
B der Endpunkt des Segmentes. Dagegen ist B für das Seg- 
ment BA der Anfangspunkt nnd^der Endpunkt, f^ 

2. Es seien A, B, C drei Punkte in gerader Linie. Liegt 
C zwischen A und B (Fig. 3), so bat man 
AB = AC + CB, 
hieraus 

— CB — AB -f AB = 0, 
oder auch, da (Nr. 1) 

— CB = BC, — AC = CA 
ist, 

BC + CA + AB = 0. 
Liegt C auf der Verlängerung von AB, so hat man 
AB + BC =. AC,- 
daraus 

BC — AC + AB = 0, 
also auch 

BO -f- CA -}- AB — 0. 
Liegt endlich C anf der Verlingemng von BA, so erhalt mao 
CA + AB = CB, 

•) Du heisst zwei OrtlBseo von gleichem aritbmetiBiAeio Werthe, 
aber mit entgegengesetzten algebr^schem Zeichen wie + a und — a. 
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alfio 

— CB + CA + AB = 0, 
imd folgUoh 

BC + CA 4- AB «= 0. 
Wir könne)! also sehliessen *) : 
\ WennA^ByC drei Punkte in geraderLinie sind, 
60 besteht für jede beliebige gegenseitige Lage 
stets die Identität 

BC + CA + AB = 0. 

3. Daraus erkäÜ man den Ansdruek des Abstandes zweier 
Punkte A^B durch die Abstände ^ wielehe dieselben Punkte von 
einem mit ihnen in einer Geraden befindliehen Punkte haben^ den 
man als Anfangspunkt der Segmente fixiert hat. Sind nämlich 
0, A; B drei Punkte auf einer Geraden, so hat man 

OA + AB + BO «= 0, 
also 

AB = OB — OA 
oder auch 

AB «= AO + OB. 

4. Sind A, B, C; . . . .,MyN n Punkte in gerader Linie und 
besteht für sie das durch die Gleichung 

AB + BC + . . . . + MN + NA = 
ausgesprochene Theorem, so behaupte ich, dass dasselbe Theorem 
auch fttr n -|- 1 Punkte richtig ist. Denn ist ein anderer Punkt 
derselben Geraden, so besteht zwischen den drei Punkten N, A, 
die Relation 

NA = NO H- OA, 
die angenommene Gleichung geht also über in 

AB + BC + . . . + MN + NO + OA = 0, 
q. e. d. Nun ist schon bewiesen (Nr. 2), dass der Satz ftir n ««: 3 
richtig ist, also gilt derselbe auch für n «= 4, u. s. w. 

5. Das Zeichen eines« Segmentes AB ist unbestimmt, solange 
nicht ein Segment derselben Geraden schon als positiv gegeben 
ist; die Richtung desselben heisst die positive Richtung der 
Geraden. 

Für zwei verschiedene Gerade ist die positive Richtung der 
einen von der positiven Richtung der andern im Allgemeinen un« 
abhängig. Wenn aber die beiden Geraden parallel sind, so wollen 
wir voraussetzen, dass ihre positiven Richtungen zusammenfallen, 
d. h., ^ass, wenn die positive Richtung der ersten Geraden be- 
stimmt ist, und diese Gerade parallel zu sich selbst verschoben 
wird, bis sie mit der andern Geraden zusammenfällt, die positiven 
Richtungen beider so aufeinandergelegter Geraden dieselben sind. 

— ^^^ — ' 1- - ,1 -- — -- ^ 

♦) MÖBiüS, Barycenirischer Calcul (Leipzig, 1827), § I. 
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Daraus folgt, dass zwei parxUele Segmente AB, CD gleidi» 
oder verschiedene Zeichen - haben , jenachdem die Richtung von A 
nach B mit der Richtung von C nach D znaammenßlllt oder nicht 
Igt z. B. ABCD ein Parallelogramm, bo hat man 
AB + CD — 0, BC + DA =1= 0. 
Zieht man durch n gegebene Punkte einer Ebene A„ A,, . . ., 
A| die Segmente A,A,', A^A^', , . ., A„A„' parallel zu einer in der- 
selben Ebene gegebenen Richtung bia mm Durchschnitt mit einer 
festen Geraden A,'A,' . . . A„', so bestimmt der Sinn eines Segmen- 
tes den Sinn jedes andern. Zwei Segmente A^/, A,^' haben den- 
selben oder entgegengesetsten Sinn, jenachdem die Punkte A„A, 
auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten der gegebenen 
Geraden A/Ä^' . . . A,' liegen. 

Zwei einander gleiche, parallele Segmente mit demselben 
Zeichen heissen äqnipollent*). 

t. Sind A,B,C,D vier Paukte In gerader Linie, so 
ist identisch 

AD . BC + BD . DA 4- CD . AB = 0. 
Die Segmente BC, CA, AB kann man nämlich , wie folgt, ans- 
drflcken 

HC = BD — CD, CA = CD — AD, AB = AD — BD; 
multipliciert man nun diese drei Glelchnngen der Reibe nach mit 
AD, BD, CD und addiert die Resultate, so erhlllt man genau die 
Identität, die man beweisen wollte. 

7. Es seien p, q, r drei Gerade, die in dem Punkte zu- 
sammenlaufen (Fig. 4). 
Durch einen beliebigen 
Punkt M der Ebene 
ziehe man eine Trans- 
versale, welche p, q, r 
bezQglich in A, B, C 
schneidet; nach dem 
vorhergehenden Satze 
erhält man dann 
MA.BC-l-MB.CA 
+ MC . AB = 0. 
Ziehen wir nun pa- 
rallel zu der Transver- 
sale ABC eine Gerade, 
welche p, q, r in den 
Punkten P,Q,R schnei- 
det, so sind die Seg- 

*) Bellavitis, S^osizione del metodo äelle equipoüenze (Uodena, 
1854), no. 3. Ich bin nicht in der Lage auch das erste Memoire des Ver- 
fassers über diesen GegeuBtand (1S35) eitleren zd künueD. 
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mente BC, CA, AB den Segmenten QR, RP, PQ proportional, und 
die eben erhaltene Gleichung lässt sich also schreiben 

MA . QR + MB . RP H- MC . PQ = 0. 
Wenn man durch einen andern beliebigen Punkt M^ eine neue 
Transversale in der fixierten Richtung PQR zieht, welche P;q, r 
in A', B', C schneidet, so hat man ebenfalls 

M'A . QR + MB' . RP + MC . PQ = 0. 
Das heisst: 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt M in 
gegebener Richtung eine Transversale, welche 
drei gegebene in einen Punkt zusammenlau/- 
fende Gerade in A, B, C schneidet, so sind die 
Segmente MA,MB,MC durch die Relation 

a . MA + b . MB + c . MC = 
verbunden, wo a,b,c Constanten sind. 
Von dem Punkte M fälle man auf die drei Geraden p, q, r 
die Perpendikel MD, ME, MF; ebenso von einem beliebig fixierten 
Punkte S der Geraden PQR auf dieselben gegebenen Geraden die 
Lothe SU, SV, SW. Aus den ähnlichen Dreiecken MAD, SPÜ er- 
hält man dann 

MA:MD = SP:8Ü, 

SP 
oder MA=|^.MD, 

und dem analog 

Die Gleichung 

MA . QR + MB . RP + MC . PQ = 0, 

lässt sich daher auch schreiben 

QR.SP ' RP.SQ PQ.SR 

MD.-^^ + ME.-g^ +MP.-g^^ = 0, 

das heisst: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte M auf 
drei sich in einem Punkte schneidende Gerade 
die Lothe MD, ME, MF fällt, so besteht die Re- 
lation 

a . MD + /? . ME + y . MF = 0, 
wo a,/9,y constante Grössen sind. 
Die Linien MD, ME, MF könnten , statt auf den gegebenen 
Geraden senkrecht zu sein, auch auf denselben in beliebig be- 
stimmter Richtung schief stehen; man würde auch dann noch eine 
Relation von derselben Form erhalten, nur würden die Werthe 
der o, ßj y sich verändern, der Beweis bliebe aber genau derselbe. 
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Der Beweis eetzt nicht nothwendi^eFweise Torans, dass dar 
Dnrchschnittspnnkt der Geraden p, q, r in endlicher Entfernnng 
liegt ; folglich ist der Satz auch riditig , wenji die drei gesehenen 
Geraden nnter sich pKrollel sind. 

S. In einer gegebenen Ebene lasse man eine Kreisbewegung 
vor sich geben (Fig. 5), das heisst, ein Funkt mOge sich auf der 
Peripherie eines Kreises bewegen, oder eine 
Gerade um einen ihrer Punkte, als fest be- 
trachtet, rotieren. Ftlr einen Beobachter, wel- 
cher üch oberhalb der Ebene befindet, wird 
die Bewegung entweder in dem Sinne vor sich 
gehen, in welchem sich die Zeiger einer Uhr 
bewegen, oder in entgegengesetztem 9inne. 
Der erste dieser beiden Sinne beisse der posi- 
tive Sinn der Ebene; der andere ihr nega- 
tiver Sinn. Einen Bogen der Peripherie 
betrachtet man als positiv oder negativ, jenacbdem die erwähnte 
Bewegung im positiven oder negativen Sinne der Ebene geschieht 
(vergl. Nr. 4). 

In der Ebene seien die positiven Richtungen a, b zweier Ge- 
raden bestimmt (Fig. 6). Wenn unter dieser Voraassetzung die 
erste Gerade um y Grade rotieren mnss 
(nämlich um einen ihrer als fest angenom- 
menen Punkte z. B. um den Punkt a b, und 
im positiven oder negativen Sinne der Ebene 
dem Zeichen von y gemäss), damit ihre po- 
sitive Sichtung mit der positiven Richtung 
der andern zusammenfällt, so sagt man, der 
durch das Symbol ab bezeichnete Winkel 
hat y Grad. Aus dieser Definition folgt, 
dass man statt y anchy + 360", y + 2 . 360", . . . 
setzen kann. Wenn b nm / Grade rotieren 
mnss, damit sie mit a zusammenfällt, so 
wird der Winkel ba analog gleich / sein 
oder = / -)- 360**, .. . Wenn die positive Richtung a znerst um 
y Grade und dann am / Grade rotierte, so würde sie endlich 
wieder mit sich selbst zusammenfallen, genau als wenn sie sich 
um 0°, 360", 2.360',... gedreht hätte; folglich ist 

ab 4- ba.= 0", oder == 360°, 

Es ist in der That evident, dass, wenn y nnd / beide positiv sind, 
)'+•/'= 360"; wenn beide negativ, )■ -j- / = — 360"; wenn sie 
endlich entgegengesetztes Zeichen haben, }* ~|- / =bc o ist. 
. Wir werden schreiben 

ab + ba =- 0, 
indem wir dabei daran denken, dass wir der Null, wie jedem be- 
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liebigen Winkel, eine willkfirliche ganze Zahl von Kreiaperipbem» 
(vem Kadioa 1) hinza£Qg«B oder wegnehmen können. 

Ans den festgesetzten Definition«! folgt also, dsBs ab und ba 
zwei gleiche nnd entgegengeeetzte Winkel sind, also 
ab ^— ba, ba ^ — ab. 
9. In der Ebene seien die Richtungen einer Geraden a, b, c 
gegeben, die man als durch den nämlichen Punkt gezogen nnd nnr 
nach einer Seite desselben verlängert ansehen kann, da der Winkel 
zweier Geraden von ihrer absoluten Lage 
nnabhängig ist. Wenn man , indem man 
sich nm im positiven Sinne der Ebene 
dreht, die drei Geraden in der Reihenfolge 
ftcb (Fig. 7) triift, so bat man identisch 

ca = cb -f- ba, 
oder auch 

— cb -|- Ca — ba =^ 0. 
Es ist aber 

— cb^ bc, — ba^ab, 
also 

bc + ca -}- ab = 0. 
Ist die Ordnung der Anfeinan-' 
derfolge a b c (Fig. 8), so ist 

bc + ca = ba, 
hiersns 

bc H- ca — ba = 0, 
also 

bc + ca + ab^= 0. 
Folglich hat man den Satz: 

Sind a, b, c drei Gerade in derselben Ebene, so 
besteht fQr jede beliebige gegenseitige Lage 
stets die Identität 

bc+ ca + ab =^ 0. 
14. Hierans erhält man analog dem, was für Segmente (Nr. 3) 
gezeigt wurde, den Ausdruck des Winkels zweier Geraden a, b 
durch die Winkel, welche dieselben mit einer dritten Geraden o 
bilden, die beliebig in der Ebene gegeben ist, bestimmt. In 
der Thatj sind o, a, b Richtungen in ein und derselben Ebene, so 
hat man 

oa + ab4-bo = 0, 
folglich 

ab = ob — oa, 
oder auch 

ab = ao + ob. 
II. Bezeichnet man einen Winkel mit drei Bnchataben, den 
Symbolen von Punkten, a. B. BAO (Fig. 9), so setzt man voraus, 
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dus die positiveii RichtnngeD der Schenkel 
von A nach B und von A nach C gehen; 
80 dass BAC der Winkel der Geraden 
AB, AC ist (derselbe ist in der Figur spitz), 
w&hrend CÄB der |in der Figur durch eine 
punktierte Linie bezeichnete) Winkel der 
Geraden AC, AB ist, und folglich hat man: 
BÄG + GAB = 0. 
12. Drei Pankte A,B,C, die nicht in 
gerader Linie liegen, sind die Scheitel eines 
Dreiecks {Fig. 10). Man denke sich, dass 
man den Umfang desselben stetig, d. h. ohne 
SprOnge und ohne mehrfach ein 
und denselben Punkt zu passieren, 
durehUnft: dann ist jeder Scheitel 
der Endpunkt einer Seite nnd der 
Anfangspunkt der folgenden Seit«. 
Das kann in zwei Weisen ge- 
schehen, nämlich in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen; im Sinne 
ABC oder im Sinne ACB. Der 
Sinn BGA oder CAB ist von ABO 
nicht yerschieden, und ebenso un- 
terscheidet sich weder CBA noch 
BAC von AGB. In Fig. 10 ist 
ABG der positive Sinn der Ebene, und ACB ist der negative Sinn 
derselben. Die innem Winkel des Dreiecks sind BAC, CBA, ACB. 
Die Flache des Dreiecks bleibt zur Rechten oder zur Linken, 
jenachdem mab den Umfang im positiven oder negativen Sinne 
dnrchlsuft; daher betrachtet man die Fl&chen ABC, ACB als gleich 
und entgegengesetzt: die erste als positiv, die zweite als negativ. 
Die Fl&che ABC (oder ACB) kann man als durch einen Radtus- 
vector von variabler Länge beschrieben denken, dessen einer End- 
punkt in A festgehalten wird, während der andere Endpunkt das 
Segment BC (oder CBj durcbUofL Diese Rotation geschieht nun 
im positiven (negativen) Sinne der Ebene; deshalb betrachtet man 
auch die Fläche als positiv (negativ)*). 

Die nothwendige and hinreichende Bedingung, damit drei 
Punkte A, B, G in einer Geraden liegen , ist die , dass die Fläche 
ABC gleich Null ist. 

IS. Lehrifttz. — Ist ein beliebiger Punkt der 
Ebene des Dreiecks ABC (Fig. 11), so hat man 
stete die Identität 

OBC + OGA -f- GAB = ABC. ••) 

•) MÖBiDS, a. a. 0., S n. ") Höbius, a. a. 0., i 18. 
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Beweis. — Ldegt im Innern des Dreiecks ABC, so ist dieses 
unmittelbar die Summe der Dreiecke OBC, OCA, OAB. 

Liegt innerbalb des Winkels BAC, aber anf der andern 
Seite von BC, so bat man 

OCA + OAB — OCB = ABC ; 
es ist aber 

OCB = — OBC, 
also 
OBC + OCA -(- OAB = ABC. 
Liegt endlich in dem 
Scheitelwinkel von BAC, so hat 
man 

OBC — OAC — OBÄ = ABC, 
oder anch 

OBC 4- OCA + OAB = ABC, 
w. 8. b. w. 

In Folge der am Ende von Nr. 12 gemachten Bemerkung er- 
hält man, wenn Ä, B, C drei Punkte in gerader Linie sind, 

OBC + OCA H- OAB = 0, 
wo auch der Punkt liegen mag. 

14. Ans diesem Lehrsatz folgt, daes die Fläche des Dreiecks 
ABC als durch Bewegung eines Strahles von variabler Länge 
(Radinsvector) erzengt angesehen werden kann, deesen einer 
Endpnnkt in (dem Pol) fixiert ist, wahrend der andere End- 
punkt den Umfang von ABC in dem gegebenen Sinne durchläuft. 

Diese Bemerkung und der obige Satz bleiben unvei^ndert be- 
stehen, selbst wenn BO nicht mehr ein Segment einer Geraden, 
sondern ein Bogen einer Gurve wäre*). 

15. Ist ein beliebiger Punkt in der Ebene des 
Parallelogramms ABCD (Fig. 12), so hat man 

OAB + OCD = WBCD. 
Denn, beseicfanen wir dnrch S den Punkt, in welchem BC 
dnrcb die Gerade getroffen wird, welche 
durch parallel zn AB gezogen ist, so 
hat man (Nr. 13) 

SAB + SBC + 8CA = ABC. 
Es ist aber 

SBC = , SCA = SCD, 

SAB = OAB , SCD = OCD, 

folglich u. 8. w. Da UBCD >^ DAB ist, 

so lässt sich die obige Gleichung auch 

schreiben 

ODO = OAB — DAB. 
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IC. Es seieo (Fig. 13) p, 4, r drei Gerade, die ein Dreieck 
ABC bilden; und H swei Punkte der Ebene, von denen der 
erste als fest oder gegeben, der andere «Ib variabel betrachtet 
werde. Ans den Punkten und M ziehe man nach der Geraden 
p zwei Parallele Oü, HD in beliebig* gewählter lUcbtong, nnd dem 
analog nach q die Parallelen OV, ME, nnd nach r die Parallelen 
OW, MF ebenfalls in beliebig gewählter Richtung. 

Die Flächen der Dreiecke OBC, 
HBC sind den Abständen proportional, 
welche die Scheitel 0, H von der ge- 
meinBamen Basis BC haben, und folg- 
lich auch den Segmenten OU, HD; 
also ist 

OBC : MBC = OU : MD, 
oder auch 

MCB = 9I£.MD, 
und dem analog 

■ UE, 



OV 
OAB 
' OW 



MAB -2^. MF. 



Aber es ist (Nr. 13) 

MliC + HCA + HAB = ABC, 
also 

0-..,„ + -.MB + ^.M. = ABC. 

Lassen wir den Punkt M in der Ebene variieren, indem wir 
die Richtungen Gü, OV, OW festhalten, so ändern eich in der 
obigen Gleichung nur die Längen HD,ME,MF; wir erhalten also 
das Theorem: 

Wenn man von einem Punkte M in der Ebene 
eines gegebenen Dreiecks nach den Seiten des- 
selben die Geraden MD, ME, MF in gegebenen 
Riebtungen zieht, so sind diese Geraden durch 
die Relation verbunden 

(+) . . tt . MD + ,5 . ME + y . HF = *, 
wo die Grössen «, ß, y, d Constante bedeuten. 
Der Satz ist nocli richtig, wenn zwei der drei gegebenen 
Geraden p, q, r unter eieh parallel sind. Es seien z. B. q, r parallel, 
und man ziehe eine Gerade s, die weder zu q, r, noch zu p parallel 
ist. Legen wir dann durch einen beliebigen Punkt M in beliebig 
angenommenen Hichtungen die Geraden MD, HE, HF, HG nach den 
Geraden p, q, r, s, so sind, da p, q, r ein Dreieck bilden, nach dem 
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«ben bewiesenen Satze die MD, ME, M6 durch eine Relation von 
der Form (+) verbunden, die wir so schreiben können 

« . MD H-/^. ME -f-MG = d; 
4a dem entsprechend die p, r, s ebenfalls ein Dreieck bilden, so 
erhalten wir zwischen MD, MF, MG eine Relation derselben Form 

a' . MD 4- y . MF + MG = d', 
Subtrahieren wir diese Gleichung von der vorhergehenden, so kommt 

(a — «') . MD + /? . ME — y . MF = () — d\ 
d. h. MD, ME, MF sind ebenfalls durch eine Relation von der Form 
(+) verbunden, w. z. b. w. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 7 
in Bezug auf drei Gerade p, q, r, die in einem Punkt in endlicher 
oder unendlicher Entfernung zusammenlaufen. In diesem speciellen 
Falle ist die Constante d gleich Null. 

17. Wir wollen die Linie, welche ein Punkt beschreibt, der 
sich in einer Ebene aus einer Lage (der Anfangslage) bis zu einer 
andern (der Endlage) ohne Sprünge , d. h. ohne jemals die Ebene 
zu verlassen, bewegt, einen Linienzug nennen. Der Linienzug 
ist geschlossen, wenn die Endlage mit der Anfangslage zusammen- 
fällt; er ist offen im entgegengesetzten Falle. Wenn der Linien- 
zug sich selbst schneidet, so heissen die Durchschnittspunkte Kno- 
tenpunkte, und der Linienzug heisst verschlungen. 

Wird der Linienzug aus geradlinigen Segmenten gebildet, so 
heisst derselbe Polygonallinie oder einfach Polygon. 

Ein beliebiger Linienzug kann, ebenso wie der Umfang eines 
Dreiecks (Nr. 12), in zwei entgegengesetzten Richtungen durchlaufen 
werden. Wir wollen denjenigen Sinn positiv nennen, der mit dem 
positivem Sinn der Ebene zusammenfällt. Damit der Sinn eines 
Linienzuges gegeben sei, ist es hinreichend, wenn man die Ord- 
nung in der Aufeinanderfolge zweier Punkte desselben kennt, 
wenn der Linienzug offen ist, und von drei, wenn er geschlos- 
sen ist. 

18. Ein geschlossener Linienzug ohne Knotenpunkte um- 
Bchliesst einen Innern, endlichen Theil der Ebene, und trennt 
diesen von dem ttbrigen Theile, dem äussern und unendlichen. 
Das Mass der Innern Region ist das, was man Flächeninhalt 
des Linienzuges nennt, und als positiv oder negativ betrach- 
tet, jenachdem er sich rechts oder links von einer Person befindet, 
welche auf der Ebene stehend den Linienzug im gegebenen Sinne 
desselben durchläuft; das will sagen, der Flächeninhalt ist positiv 
oder negativ, jenachdem der Linienzng im positiven oder negativen 
Sinne der Ebene durchlaufen ist (Nr. 12). 

19. Lehrsatz. — Wenn ABCD MNA (Fig. 14) ein 

beliebiger geschlossener Linienzug ist, und 
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ein Punkt in seiner Ebene, so ist die Summ 
aller Dreiecke {oder Sectoren) 

J = OAB + OBC + ÖGD + .... + OMN + ONA 
fttr jede beliebige Lage des Punktes ein 
constantfl GrftBse.*) 



Bemeis. — Es sei (V ein anderer Pnnkt der Ebene ; dann ist - 
nach dem Sats In Nr. 13 

CKAB = OAB + OBO' + 00' A, 
O'ßC = OBC + OCO' 4- OO'B, 
O'CD = OCD + ODC + OO'O, 



OMN = OMN + ONO" + OO'M, 
©•NA = ONA + OAO' + OO'N. 
Addieren wir, so kommt 

O'AB + O'BC + O'CD -[-.... + OMN + O'NA 

= GAB + OBC + OCD +.... + OMN + ONA = 2, 
da die andern Olteder sich aufheben, weil sie sn ewei nnd zwei 
gleich nnd entgegengesetzt sind, wie OO'A nnd OAO', OOB' und 
OBC a. 8. w. 

Die Grösse ^ kann man als dnrch Bewegung eines Strahles 
(Radiusvectors) von variabler Lsnge OX erzeugt ansehen, dessen 
einer Endpunkt im festen Pole sich befindet, während der andere 
Endpunkt den gegebenen Linienzng in dem gegebenen Sinne 
durchläuft. 

29. Es sei b) ein Element der Ebene, d. h. ein nach allen 
Richtungen sehr kleiner (unendlich kleiner) Theil; man denke 

*) HOBiua, SarsceHlrischer Calcul, $ 165; Stalik (Leipzig, IS37), §45. 
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sich diBjenigen zwei Lageo des Badinsvector (die einen nnendlich 
kleinen Winkel einschliessen), welche das Element cd zwischen sich 
fassen. Von diesen beiden Lagen nennen Vir die Lage Oco die 
erste, die nämlich^ die zuerst von dem beweglichen Radius OX 
eingenommen wird, wenn der Punkt X den Linienzug im gegebenen 
Sinne durchläuft. Es sei X ein Punkt des Linienzuges, der auf 
der Verlängerung von Ow (jenseits Ton w in Bezug auf 0) liegt, 
und X' der dem Punkte X nächste Punkt, in welchem der Linien- 
zug von dem zweiten der oben bestimmten Radienvectoren getroffen 
wird, sodass der den Linienzug beschreibende Punkt zuerst die 
Lage X und unmittelbar nachher die Lage X' einninunt. Wir 
wollen dann sagen, dass der Durchschnitt X des Linienzuges mit 
der Verlängerung des Badiusvectors Ow positiv oder negativ ist, 
jenachdem die Fläche des Elementarsectors OXX', in welchem 
w enthalten ist, positiv oder negativ ist (Nr. 18). Unter den Durch- 
schnitten des Linienzuges mit der Verlängerung von Ooi seien m 
positive und n negative, das soll heissen, unter den Elementar- 
sectoren, aus denen sich die Summe 2 zusammensetzt, und von 
denen das Element w einen Theil bildet, seien m positiv und n 
negativ. Es wird also dann ca in die Summe ^mit dem Coefficien- 
ten m — n eintreten. 

Ich behaupte nun, dass der Coefücient m — n des Elementes 
(o ffir jede beliebige Lage des Poles constant ist. Wenn näm- 
lich ein Punkt X den ganzen Linienzug in dem gegebenen Sinne 
durchläuft, so wird der Radius wX (der um den Mittelpunkt des 
Elementes co beweglich ist) eine gewisse Rotation y + h . 360^ im' 
positiven Sinne, und eine gewisse andere Rotation — / — k.360® 
im negativen Sinne ausführen. Dabei ist y = /, da die Endlage 
des Radius cdX mit der Anfangslage zusammenfallen muss. Daraus 
folgt, dass die Gesammtrotation von oiX gleich (h — k) . 360^ sein 
wird, d. h. eine ganze Zahl h — ^k (die positiv oder negativ sein 
kann) von Umläufen. Für jeden dieser Umläufe giebt es eine (und 
nur eine) Lage des Radius eoX, deren Verlängerung über o) hinaus 
durch geht; d. h. die Anzahl von Malen, welche der Radius- 
vector OX durch w geht, ist gleich der Zahl der Umläufe h — k, 
welche der Linienzug um ca macht. Die Zahl aber, wievielmal 
OX durch co geht, ist gleich dem Coefficienten m — n des Elementes 
ö) in Bezug auf den Pol ; folglich ist m — n == h— k , d. h. der 
Coefficient m — n ist von der Wahl des Poles unabhängig. 

21. Ein gegebener geschlossener und verschlungener Linien- 
zug (Fig. 14) theilt die Ebene in eine bestimmte Anzahl von end- 
lichen Räumen Sj, S^, . . . . die aneinander anstossen. Jeder von 
ihnen wird von einem nicht verschlungenen Linienzug begrenzt, in 
der Art, dass die ganze Ebene aus diesen Räumen und der noch 
übrigen (äussern) unendlichen Region besteht, welche letztere wir 
mit So bezeichnen wollen. 
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£8 seien »,<»' zwei Elemente äer Ebene, die sicli dnrah eine 
0«Tade so verbinden iMBen, daBs dieee den Linieazug nicbt aeboei- 
det, und man wiüile den Pol auf einer der Verl angefangen der 



Geraden . . . uf/ . . . Offenbar kann dann der Radiua OX nicht <a 
durdilanfen, ohne gleichzeitig o»' in demselben Sinne zu dnrcb- 
laufen; b) nnd m' werden also in — mit demselben Coefßcienten 
eintreten. Den nämlichen CoeCficienten haben auch die Elemente 
(u ", io"'y . .. ., sobald der Linienzug nicht zwischen et' und o/', zwi- 
schen Ol" und üi'", .... durchgeht. Da wir anf diese Weise nach 
nnd nach sämmtliche Elemente ein nnd desselben RanmeB 8 zu- 
sammenfassen können, so werden sämmtliche Elemente von S in ~ 
mit einem gemeinsamen Coefficienten c eintreten. Das heisst, 8 ist 

in S mit dem Coefficienten c enthalten. Sind also c,.c„ die 

analogen CoefScienten der Räume 3,,S„...., so erhalten wir 
J = c, S, + c, 8, + . . . ., 

wenn wir dies so versteben, dass 9,,S„ gleichzeitig auch die 

Flächeninhalte der durch diese Symbole dai^estellten Räume aus- 
drücken. 

Es seiön jetzt w, w, zwei Elemente, zwischen denen der Linien- 
zug einmal vorbeigeht; der, welcher den Linienzug, der zwischen 
(i> und ll)^ durchgeht, im gegebeneu Sinne durchlauft, habe oi znr 
rechten und w, zur linken Hand, Wir nehmen den Pol auf der 
Verlängemng der Geraden w, w , . . ; wenn dann X den Theil des 
Linienzuges, der zwischen lo und (n, durchgeht, durchläuft, so wird 
der R&diusvector OX einmal mit positiver Rotalion ut beschreiben, 
ohne (o, zu beschreiben, während für sämmtliche andere Theile des 
Linienznges die Elemente oi und m, gleichzeitig und in demselben 
Sinne beschrieben werden. Der Coefdcient von (o wird also den 
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TOD (», nm 1 übersteigen, oder andi, wenn man von einem Raum 
mm uidem benacUirten Raome flbergehend einmal den Linienzug 
von rechte nach links tiberscbreitet*), so flberlriflPt der Coeffieient 
des ersten Raumes den des andern nm 1 Einheit. 

Der nneadliehen Region S, gehört der Coei^dent Ifall zw, 
denn ist m, ein Jllentent, das ausserhalb der Räome S,, S„ ■ ■ • liegt, 
so ist klar, dass man dem Pole eine solche Lage geben kann, 
daes der (endliche) Radins CX niemals dnrch to^ hindurchgeht, wo 
auch auf dem Linieuzuge X liegen mag. 

Einem Räume, aus welchem man nach 8^ gelangen kann, in- 
dem man ein einziges mal den Linienzug Oberschreitet, kommt der 
CoefGcient + 1 oder — 1 zu, jenachdem der Uebergang von rechts 
nach links oder von links nach rechts geschieht. Allgemein, wenn 
man von einem Punkte eines Raumes S eine Gerade bis zu einem 
Punkte von S^ zieht, und diese Gerade den Linienzug m-mal von 
rechts nach links und n-mal von links nach rechts durchschneidet, 
80 ist der CoefGcient von S gleich m — n. 

23. Wenn der Linienzug keinen Knotenpunkt besitzt, so haben 
wir einen einzigen endlichen Raum 8 und diesem kommt der Coeffi- 
cient + l oder — l zu, jenachdem der Linienzug positiv (Fig. 15') 



oder negativ (Fig. 15'') durclilanfen ist. In diesem Falle haben 
wir also 

-= + 8, 
d.T)., ist der Linienzug nicht verschlungen, so ist die 
Summe 2 nichts anderes, als der Flächeninhalt des 
von ihm umscbloesenen Raumes. 

Diese Eigenschaft fahrt naturgemäss darauf, die Summe ^ als 
Definition des Flächeninhalts eines beliebig verschlungenen 
Linienzuges aufzustellen **J. 

*) Von rechts nach h'nks ist immer im Sinne desjenlgea zu nehmen, 
welcher den Linienzng im gegebenen Sinne dnrcblänft; der betreffende 
Sinn ist in der Figar durch einen Pfeil angedentet. 

**) MOnius, üeber die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders (Be- 
richte der Ktfnig). Stichs, äeselhcb. der Wissensobaften zn Leipzig, I86RV 
S 13 D. ff. 
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U. £^n veridilnngeiier Linieung kuu id nicht Tenchlan- 
£e ne LiniensDge zerlegt «erden, und twar indem mu die (kmmm- 
linigen) Winkel, die von den Zwe^u, welche in jedem Knoten- 
punkte zasammenUnfen , gebildet werden, anseinandertheilt, ohne 
jedoch den Sinn (d. h. die Kchtnng der Pfeile) der einzelnen Zweige 
zn Ütdem. Hui sehe s. B. 
die Fig. 16 and 17; in jeder 
denelben ist einverM^liin- 
gener Linienxng in swei 
gewöhnliche zerlegt; nnd 
die Fig. 18, wo ein ver- 
schlungener LinienzDg in 
vier gewöhnliche Linien- 
zflge sich anflSst. Die Bänme mit negadren Coeffldenten heben 
eich jetzt vOllig von denen mit positiven Coefficienten ab ; nnd von 



zwei ESomen mit Coefficienten 
von gleichem Zeichen, liegt der- 
jenige, dessen Coef^cient einen 
abaolnt grossem Werth hat, 
vollständig innerhalb des andern. 
So liegt z. B. , wenn man mit 
8, den Raum bezeichnet, de^en 
Coefficient r ist, 8, iDnerhalb 
von S, ; Sj innerhalb von 9„ . . . ., 
8_5 innerhalb von S_„ .... 

Darana folgt, dass die Fläche 
2 als Summe von Rftnmen er- 
halten werden kann, die sämmt- 
lich die positive oder negative 
Einheit als CoefScienten haben. 
Zu dem Ende gen&gt es, die 
Fläche Sr einmal ftlr sich allein 
und ein anderes mal mit der 
Fläche 8r_, , innerhalb deren 
sie liegt, zn nehmen, d. h. man 
summiert die Räume S, und 
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ä^^ + 8. Statt 2S, und S,., n.B.w. H«n sehe Fig. IS, wo die 
Fläche gleich ist 

8, + (8. + 8.) ■+■ (8, + 8, + 8.) - 8_,*). 
Unter Flächeninhalt eines Systems gescfalpssener Llnien- 
zBge versteht man die algebraische Samme der einzelnen Linien- 
zttge. So ist z. B. der zwischen den beiden ovalen Cnrven in 
Fig. 19 enthaltene Iting der Flächeninhalt der Linienzttge ABC, 
A'CB'; dagegen ist der Flächeninhalt der Linienzflge ABC, ABC 
(Fig. 20) gleich jenem Ringe plna dem doppelten Innern FlAcben- 
inbalte A'B'C In beiden Fallen kann man fflr beide Linienzdge 



einen einzigen AA'C'B'BCA {Fig. 19) oder AB'C'A'BCA (Fig. 20) 
substitnieren , wo die Punkte B, B' als den A, A' unendlich nahe 



angesehen werden. In Fig. 21 schneiden sich die beiden Linien- 
zUge; der Flächeninhalt der ZQge ABC, A'B'C ist gleichgeltend 
mit dem der LiDienzUge AA'B'C, ABB'C. In Fig. 22 ist die Fläche 
der Linienzflge ABC, A'B'C gleich derjenigen der Linienzüge ABA'B', 
AC'A'CÄ. Die beiden Linienssflge können durch einen einzigen 
ersetzt werden. 

24. Lflhnatz. — Wonn die geradlinigen Segmente 

A,B„ A,B„ A.ß„ A.B. von gegebener Grösse 

und Lage in einer Ebene den Seiten einesPoly- 
gons (d.h. eines geradlinigen, geschlossenen. 



, Nr. 14. 
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beliebig vergeh langen en Linien zages) äqaipol- 
lent sind, so ist die Samme der Dreiecke 

OA,B, + OA,B, 4- OA3B3 + + OA„B„ 

constant für jede beliebige Lage des Panktes 
0» Sind aber die gegebenen Segmente nicht 
den Seiten eines geschlossenen Linienzagea 
äquipollent, so ist diese Samme nar für die 
Punkte constant, welche von einer bestimm- 
ten Geraden gleichen Abstand haben.*) 

Beweis. — Man construiere die gebrochene Linie CD£ .... MN^. 
deren aafeinanderfolgende Seiten CD, DE, . . . , MN bezfiglich den 
gegebenen Segmenten AjB^, A^^, A3B3, . • . ., AqBo ftqoipollent sind, 
so dass die Pigaren A,BjDC, A,B,ED, . . ., AoB„NM Parallelo- 
gramme sind. 

Da nach Nr. 15 

OA,B =OCD— A,CD, 
OA,B, = ODE — A,DE, 



OA„B„ == OMN — A„MN, 
und nach dem Satz in Nr. 19 

OCD + ODE -h . . . + OMN + ONO = ODE . . . MNC 
ist, so erhalten wir, wenn wir addieren, 

OAjB, + OAjBj + . . . + OA.B„ = CDE ... NC + OCN 
— (A,CD + A,DE + . . . + A„MN). 

Wenn die gegebenen äqaipollenten Segmente ein geschlossenes 
Polygon bilden, d. h., wenn der Punkt N mit C zusammenfällt, so 
ist der Flächeninhalt von OCN gleich Null, solange der Punkt O 
in endlicher Entfernung bleibt, und dann hat folglich die Summe 

OA,B, + OA,B, + . . . . OA„B„ 
einen von der Lage des Punktes unabhängigen Werth. Folglich 
hat in dem Specialfalle CN = die vorgenannte Summe entweder 
fflr sämmtliche Punkte ,0 der Ebene den Werth Null, oder sie 
verschwindet für keinen einzigen Punkt (in endlicher Entfer- 
nung). M. vergl. Nr. 48 und 49. 

Fällt N nicht mit C zusammen, so wird die genannte Summe 
unverändert bleiben, so lange der Flächeninhalt des Dreiecks OCN 
sich nicht ändert, d. h., so lange als der Punkt dieselbe Entfer- 
nung von der Geraden CN behält. 

Verändern wir diesen Abstand, nehmen also einen neuen Pol 
0' an, so erhalten wir 

O'A.B, 4- O'AA + .,..+ 0'A„B„ 
= CDE ... NC -h O'CN — (AjCD + A^DE + . . . + A„MN). 



*) Apollonios, Ebene Oerter, Buch I. — LHüilier, Polygonometrier 
1789, p. 92. — MöBiüS, Statik, § 46. 
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Nehmen wir den Punkt 0' in einer solchen Entfernung von CN, 
dass der Flächeninhalt des Dreiecks O'CN gleich 

A,CD + AJDE + . . • + A„MN — CDE ... NC , 
wird, so wird die Summe 

O'AjB, 4- 0'A,Bj H + 0'A.B„ = 0. 

Die zu CN parallele Gerade , welche der Ort der Punkte 0' 
ist, für welche diese Summe gleich Null ist, bezeichnen wir mit r. 
Nehmen wir auf ihr den Punkt C an , d. h. den willkürlichen An- 
fangspunkt der gebrochenen Linie CDE . . . . , so ist der Flächen- 
inhalt von O'CN gleich Null, und folglich wird die Summe der 
Dreiecke 

AjCD + AJDE +.... + A„MN 
gleich dem Flächeninhalte von CDE . . . MNC. Halten wir diese 
Wahl des Anfangspunktes C fest, d.h., setzen wir voraus, C sei 
ein Punkt der Geraden r, so haben wir für einen beliebigen 
Punkt 

OAjBj + OAjBj + .... = OCN. 
2S* In dem speciellen Falle, dass die gegebenen Segmente 
sämmtlich den Anfangspunkt C gemein haben, ist die Summe der 
Dreiecke 

A,CD + AjDE . + . . . -f A„MN, oder auch CDE + -f- CMN 

identisch mit dem Flächeninhalte des Polygons CDE ... NC (Nr. 22) ; 
also muss dann der gemeinschaftliche Punkt C ebenfalls ein Punkt 
der Gerade r sein. Das heisst, in diesem Falle coincidiert r mit 
der Geraden CN, welche die Endpunkte der gebrochenen Linie 
CDE . . . MN verbindet. ^ . 

Derselbe Schluss bleibt gültig, wenn die gegebenen Segmente 
auf Geraden liegen, welche sämmtlich in ein und denselben Punkt 
C zusammenlaufen ; dann kann man nämlich für das Dreieck A3r 
das Dreieck OCB', substituieren, sobald die Segmente ArB, und 
OB', derselben Geraden angehören und nach Grösse und Richtung 
einander gleich sind. 

26« Aus dieser Eigenschaft der Geraden r für den Fall, dass 
die gegebenen Segmente auf Geraden liegen, welche sämmtlich 
durch denselben Punkt gehen, entnimmt man eine Methode, die 
Gerade r auch in dem allgemeinen Falle zu construieren, wenn 
die gegebenen Segmente irgendwie in der Ebene gelegen sind. Es 
sei C der Punkt, in welchem sich A^Bj und A^B^ schneiden. Mit 
als Anfangspunkt construiere man das Dreieck CDE, dessen 
Seiten CD, DE den Geraden A.Bj, A^Bj äquipollent sind; dann ist 
nach dem eben Bewiesenen für jede Lage des Poles 

OCE == OA^B, -h OA^B,. 

Es sei jetzt P der Punkt, in welchem CE die Gerade A3B3 trifft; 

mit P als Anfangspunkt construiere man das Dreieck PQR, dessen 

Seiten PQ, QR den Segmenten CE, A3B3 äquipollent sind, dann ist: 

OPR = OCE + OA3B3 = OA,B, + OA^B, + OA3B3. 

2* 
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Oeht man bo weiter, eo gelangt mao zuletzt zu einem Segment 
AB, far welches 

OAB = OA,B, + OAA +■■■ + OA,B„. 

IMeses Segment AB gehört der gesuchten Geraden r an, nnd 
ist der Geraden CN aquipollent, welche die Endpunkte der ge- 
brochenen Linie CDE...MN verbindet, deren Seiten der Reihe 
nach den gegebenen Segmenten fiquipollent sind. 

27. Da im allgemeinen Falle, dass CN von Null verschieden 
iat, alle Pankte 0, fttr welche die Snmme 

OA,B, + OA,B, + .... + OA.B. 
denselben Werth hat, anf einer bestimmten Geraden liegen (Nr. 24), 
80 i^ebt es nur eine einzige Gerade r, den Ort der Puncte 0, ftlr 
welche obige Summe gleich Null ist. Daraus folgt, dass für jede 
beliebige Ordnung, in welcher man die gegebenen Segmente bei 
der obigen Constmction verwendet, man stets auf eine und dieselbe 
Gerade r kommen wird. 
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Mehrere nach Grösse nnd Richtung gegebene Segmente 
...,n geometrisch summieren oder zusammensetzen, 



bedeotet, einen polygonalen Linienzng construieren , dessen Seiten 
der Reihe nach den gegebenen Segmenten Sqnipollent sind (Flg. 23). 
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Die Gerade S, , „ , welche vom Anfangs- nach d em Endpunkte 
des Bo constroierten LiDienzugea geht, heisst die ge ometrische 
Snmme oder die Resnltante der gegebenen Segmente*); diese 
Letztern heissen ihre Componenten. 

Wenn die gegebenen Segmente sämmtlich nnter sich parallel 
sind, so rednciert aich der polygonale Linienzng auf eine gerade 
Linie oder eine Punktreifae, deren aufeinanderfolgen de Segmente 
01,12,23,... (Fig. 24), oder 11,22,33,... (Fig. 25 ) der Reihe 
nach den gegebenen äqnipollent sind. In 

diesem Falle ist die Resultante der gegebenen 

Segmente mit ihrer algehrtüschen Snmme 
identisch. Die beiden Figuren geben zwei 
verschiedene Arten an, eine Reihe von Seg- 
menten zu zeichnen, welche sich anf einer 
geraden Linie stetig folgen. 

29, Ans der eben gegebenen Definition 
folgt, dasB die Resultante S, , der n ge- 
gebenen Segmente 1,2,..., n mit der Resul- 
tante der beiden Segmente S, . . ,, S,^,. ... ,, 
identisch Ist, von denen das erste die Resnl- 
tante der ersten r gegebenen Segmente ist, 
und das zweite die Resultante der n— r Übrigen. 

Denn die Geraden S, , nnd 8, , haben 

mit dem Segmente 1 den Anfangspunkt 

gemein, und die Geraden S, ^ und 

S,.^, „ mit dem Segmente n den End 

pnnkt; also fingt S, ..,„ mit S; , 

zugleich an nnd endigt zugleich mit 

S^^, „. Die Fig. 26 entspricht n— 8, 

r^5, d. h. sie zeigt, dass die Resnltante 
der Abschnitte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 mit 
der geometrischen Summe nur zweier 
Componenten zusammenfällt, von denen 
die eine die Resnltante der Segmente 
1, 2, 3, 4, ä, und die andere die Resnl- 
tante der Segmente 6,7,8 ist. 

Daraus folgert sich, dass, wenn 
wir die gegebenen Segmente (immer in 
der gegebenen Ordnung genommen) in 
eine beliebige Zahl von Gruppen theilen, 



*) Chelini, Saggio di geometria anaiilica, trallala coh naovo meloio 
(Roma, 1838), p. 35. — Bbllavitis, a. a. 0., Nr. 5. -■ Cui.masn, a. a. 0., 
8. 4. 
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iind wir die Segmente jeder Grnppe vereüiigen, die Samme der 
Bo erhaltenen PartialreBultanten Segmente sein werden, deren Re- 

SDltante mit der Resultante Bämmtliclier gegebener Segmente zu- 
Bammenf^llt. 

38. Die ReBultante mehrerer gegebener Segmente 
iet von der Lage dea Punktes, welcher als An- 
fangspunkt des Linienzuges angenommen wird, 
unabhängig. Denn die Linienzüge, welche man mit 
zwei verschiedenen Anfangspunk- 
ten 0, 0' construieren würde, 
sind gleiche (congruente) Figuren 
und gleich liegend ; die zweite 
kann man erhalten, indem man 
die erBte sich in der Art be- 
wegen IftBSt, dasB jeder Ihrer 
Punkte eine der Geraden 00' 
äquipoUent« Gerade beschreibt. 
(Fig. 27.) 

31. Lehrsatz. — Die Resultante S, , mehrer ge- 
gebener Segmente 1, 2, 3, . . ., n ist von der Ord- 
nung, in welcher man die ZusammenBetzung 
vornimmt, unabhängig. 

Beweis. — Wir beginnen mit dem BeweiBe, daas zwei auf- 
einander folgende Segmente, z. B. 3, 4 (Fig. 28|, sich untereinander 
vertauschen lassen. In der ge- 
gebenen Ordnung ist die Resul- 
tante aämmtlicber Segmente auch 
die ReBultante der drei Partial- 

reaultanten S,,,, 8j.j, Sj ,. In 

der neuen Ordnung Ist die Resul- 
tante sSmmtlicber Segmente dem 
analog die Resultante der Partial- 
resultanten S,,,, S^^, S^ ..,.,. Nun 
sind aber 8^., und S,^ ein und 
dieselbe Gerade, die Diagonale des Parallelogramms, welches man 
erhält, wenn man zuerst zwei aufeinander folgende den gegebenen 
3,4 äquipoUente Segmente zeichnet, und dann von demselben An- 
fangspunkte aus zwei andere aufeinander folgende denselben ge- 
gegebeoe äqaipoltente Segmente aber in umgekehrter Ordnung 
4', 3'. Die VertauBchung der Segmente 3, 4 hat also auf die ge- 
suchte Resultante gar keinen EinäusB. 

Vertauschen wir znerat 3 mit 4, dann 3 mit 5, endlich 5 
mit4, so ist der Totaleffect der, dass die Segmente 3 nnd 5 mit ein- 
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ander rertanBcbt Bind (Fig. 29). 
Im Allgemeinen erhält man die 
Vertauschnng zweier beliebiger 

nicht aafeinanderfolgeDder 
Segmente in derselben Weise 
mittelst Vertauschung aufein- 
anderfolgender. 

Also bleibt die Besnltante 
mehrerer Segmente nnver&n- 
dert, wenn man zwei beliebige 
Segmente unter einander ver- 
. tauscht; oder auch, dieResnl- 
tante ist von der Ordniing,!n wel- 
cher die Segmente zusammen- 
gesetzt werden, unabhängig. 

Die Fig. 30 zeigt verschiedene LinienzUge , die mit denselben 
Segmenten gebildet sind, in den verschiedenen Ordnongen 12345, 
13254, 15324 genommen. 



32. Kann man mit den gegebenen Segmenten einen geschlos- 
senen Lioienzug bilden, so haben in Folge des vorhergehenden 
Satzes sAmmtlicbe LinienzUge, die man durch Verändernng der 
Ordnnng hei der Zusammensetzung erhllt, dieselbe Eigenschan. 
In diesem Falle ist die Resultante der gegebenen Segmente gleich 
MuH. Oder auch: 

Die Resultante mehrerer Segmente verschwin- 
det, wenn diese den Seiten eines geschlosse- 
nen Polj'goiiB äquipoUent sind. 
Der einfachste Fall, in dem die Resnltante verschwindet, ist 

der von nnr zwei Segmenten , von denen das eine dem andern in 

entgegengesetztem Sinne Iqulpollent ist 

33. Sind unter den Segmenten, deren Resultante man sucht, 
einige, aus denen man ein geschlossenes Polygon bilden kann, 
BO können diese a&mmtlich aasgelassen werden, ohne die gesnchte 
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Resultante za rerandern. In Fig. 31 
fttllt die Resnltanle der Segmente 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 mit der Resnltante der Seg- 
mente t,2, S, 9 ZQBammen, weil die Re- 
sultante von 3,4,5,6,7 gleich Null ist 
33*. Werden die Componentenseg- 
mente in einem gegebenen Verhältnis» 
vergrüsaert, so vergrCeaert sich auch die 
Resultante in demselben VerhSltniss, ohne 
ihre Richtnng zn verändera. 

34, Zwei Reihen von Segmenten 
haben gleiche (äqaipollente) Resultanten, 
sobald nach Consiruction der beiden 
entsprechenden Linienzflge von dem- 
selben Anfangspunkte ans die End- 
punkte der beiden LinienzUge zosam- 
menfalleD(Fig.32). Verbindet man die 
Segmente der einen Reihe mit den 
in entgegengesetztem Sinne genom- 
menen Segmenten der andern Reihe, 
so ist die Gesammtreeultante gleich 
Null. 
3S. Zwei Reiben von Segmenten haben gleiche Resultanten, 
aber von entgegengesetztem Sinn, sobald nach Construction der ent- 
sprechenden LinienzUge der Art, dasa der Anfangspunkt des zweiten 
mit dem Endpunkt des ersten zusammenfällt, dann auch der End- 
punkt des zweiten Linienzugea mit dem Anfangspunkt des ersten 
zusammenfällt. Setzen wir die Segmente der einen Reihe mit denen 
der andern zusammen, so ist die Geaammtresnltante gleich Null. 
Umgekehrt, ist die Resaltante mehrerer Segmente gleich Null, nnd 
man setzt sie in zwei verschiedenen Gruppen zusammen, so ist 
die Resultante der ersten Gruppe der der zweiten Gruppe gleich 
und entgegengesetzt. 

SC. Die Snbtraction ist keine von der Addition verschiedene 
Operation. Ein Segment 1 von einem Segmente 2 subtrahieren 
hetsst, das Segment 2 mit einem zu 1 äquipollenten Segmente, das 
in entgegengesetztem Sinne genommen wird, zusammensetzen. 

37. Haben zweF Reihen von Seg- 
menten gleiche (äquipollente) Resul- 
tanten, so erhält man, wenn man 
beiden dasselbe Segment hinzufflgt 
oder wegnimmt, zwei neue Reihen, 
deren Resultanten ebenfalls noch 
gleich (äquipollent) sind. 

38. Esistein8egmentAB(Fig.3a) 
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und «ine Gerade r gegeben; zieht man durch A and fi in /einer 
beliebig beBtimmten Richtung zwei parallele Gerade,, bis sie die t 
in zwei Punkten A', B' achneiden, so hetsBen die Punkt« A, B' 
die Projectionen der Punkte A,B, und das Segment A'B' lieisst 
die Projection dee Segmentes AB. Die Geraden AA',BB' beiSBen 
die Projectionsatrablen. 

Die Projectionen zweier äqaipollentier Segmente .sind unter 
sich äqnipollent (so lange man wenigstens die Richtung von r und 
die der ProjectionsetrahleB nicht Ändert). 

3». £b sei (Fig. 34) ABC . . . MNA 
ein gesebloBsener Linienzng, A', B', C, ■ • •, 
M', N' die Projecldonen der Scheitel des- 
selben ; da A', B, . . . Punkte in gerader 
Linie sind, hat man (Nr. 4) AB' + B'C 
+ ... + M'N' + N'Ä' = 0; d.h.: Die 
Summe der Projectionen der 
Seiten eines geschlosBenen Li- 
nienzuges ist gleich Null. 

Es seien Ä,B,, Ä,B,, . . ., A„B„ 
n Segmente in einer Ebene, deren Re- 
sultante gleich Null ist, das will sagen, 
n Segmente, welche die Grösse und 

lUchtung der Seiten eines geschlofiseneu Polygons haben. Da die 
Projectionen der Selten eines geschlossenen Polygons Kall znr 
Summe haben, nnd da die Projectionen zweier iquipollenter Seg- 
mente einander gleich sind, so muss die Summe der Projectionen 
der gegebenen Segmente verechwinden. 

Mehrere gegebene Segmente bilden mit einem andern Segmente, 
das ihrer Resultante gleich und entgegengesetzt ist, ein Segmenten- 
System, dessen Resultante gleich Null ist; folglich gilt der Satz; 
Die Projection der Resaltsnte mehrerer gege- 
bener Segmente ist der Summe der Projectio- 
nen der gegebenen Segmente gleich. 
Daraus schliesst man unmittelbar: 

Haben zwei Segmentreihen gleiche Resultan- 
ten, so ist dieSamme der Projectionen der Seg- 
mente der einen Reihe gleich der Summe der 
Projectionen der Segmente der andern. 
4i. Es seien (Fig. 35 a. f. 8.) in einer Ebene n Segmente 
A,B„ A,B„ . .., AjB„ gegeben, deren Resultante gleich Null ist. 
Nimmt man einen beliebigen Punkt als Pol, so kann man kfi^ 
als Resultante der Segmente A,0, OB^ ansehen; es wird also die 
Resultante der Segmente A,0, OB,, A^O, OBj,.. ., A,0, 0B„ ver- 
schwinden, d. h. (Nr. 35), die Resnltänte der Segmente 0Ä„ 0Ä„ . . ., 
OAg ist gleich der Resultante der Segmente OB,, OB,, . ..,0B,. 



26 1I> GRAPHISCHE ADDITIOK. 

Umgekehrt. Han hat zwei Grnppen von je n gegebenen 
Pnnkten A,A, . . . A,, B,B, . . . B,- Ist nnn die Resultante der Ge- 
raden OA,, OA.,. .., 0A„, die dnrch Verbindung eines beliebigen 
Poles mit den Funkten der ersten Grnppe entstehen, gleich der 
Resultante der Geraden OB„OB„. . .,OeC, welche von demselben 



Pole ans nach den Punkten der zweiten Gruppe gezogen sind, so 
ist die Resultante der Segmente A,B,, A,B,, ..., A.B„, welche 
die Punkte der einen Gruppe mit denen der andern verbin- 
den, gleich Null (dabei können die Punkte der einen Gruppe 
mit denen der andern Gruppe vollständig beliebig combiniert wer- 
den, wenn nur kein Funkt ausgelassen noch mehr als einmal be- 
nutzt wird). In der That folgt ans der Voraussetzung (Nr. 34), 
dass die Resultante der Segmente A,0, A,0, . . . , A,0, OB,, 0B„ . 
OB, gleich Nnll ist; die Resultante von A,0 und OB, ist A, 
also ist auch die Resultante der Segmente A,B„ A^B,, ..., A„B^ 
gleich NulL 

41. Hieraus folgt unter Berflcksichtigung des ersten Satzes 
(Nr. 39), dass für einen neu gewählten Punkt 0' die Resultante 
der Segmente 0'A„ 0'A„ . . . , 0'A„ gleich der Resultante von 0'B„ 
0'B„ . . ., O'ß, ist. Also hat man*): 

Ist für zwei Gruppen von n Pnnkten A„ A„ .. ., 
A.; B„B„...,B, und einem bestimmten Pol 
die Resultante der Segmente OA,, OA^, ..., OA, 

gleich der der Segmente OB,, OB,, , OB,, so 

besteht dieselbe Gleichung für jeden belie- 
bigen andern Pol 0'. Ausserdem ist die Resul- 
tante der n Segmente, welche die Funkte der 
einen Grnppe mit denen der andern Gruppe 
in beliebiger Ordnung genommen verbinden, 
gleich Null. 

*) Grabshann, Die AvtdehnungtUh-e (Leipzig, 1844), S. 41. 
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42* Unter Festhaltnng der für die beiden Gruppen von 
n Punkten gemachten Voraussetzung projiciere man dieselben in den 
Punkten A\^ A'j, ...,A'n; B'j, B'„ . . . , B'^ auf eine Gerade r mit- 
telst Strahlen; die einer willkürlich festgesetzten Richtung parallel 
sind. Nimmt man den Pol auf der Geraden r an*}; so kann 
man den Strahl OA, als ans der Zusammensetzung der beiden 
OA'r; A'rAr entstanden ansehen u. s. w. ; die Resultante der Segmente 
OA; OA'2, . . . , OA;, A, A', A'jA', . . . , A'^A„ ist daher gleich der 
Resultante von OB',, OB',, . . . , 0B'„, B\B„ B^B^, . . . , B'„B„. Aber 
(Nr. 38) die Resultante oder Summe der Segmente 0A'„ OA'j, .*•; 
OA'n ist gleich der der Segmente OB',, OB'g, . . ., 0B'„, da diese 
Segmente sämmtlich Projectionen zweier anderer Segmentreihen 
sind, deren Resultanten einander gleich sind; also hat man: 

Ist für zwei Gruppen von n Punkten A„A2,..., 
A^; Bj,B2, . . ., Bq um einen bestimmten Pol die 
Resultante der Segmente OA,, OA.^, ..., OA^ gleich 
der Resultante der Segmente OB,, OB.^, . . . , OB^, 
und man projiciert sämmtliche Punkte auf die- 
selbe Gerade mittelst Strahlen, die einer be- 
liebig gewählten Richtung parallel sind, so 
ist die Summe der Projectionsstrahlen der 
Punkte der ersten Gruppe gleich der Summe 
der Projectionsstrahlen der Punkte der zwei- 
ten Gruppe. 

43. Bis jetzt haben wir die Resultante mehrerer Segmente 
definiert, indem wir allein auf ihre Grösse, Richtung und ihren 
Sinn Rücksicht nahmen, nicht aber auf ihre absolute Lage. Wir 
wollen jetzt eine andere Definition geben, welche, viel allgemeiner, 
die vorhergehende (Nr. 28) in sich schliesst, und sämmtliche Ele- 
mente der resultierenden Geraden von n gegebenen Segmenten 
enthält. 

Sind (nach Grösse, Lage und Sinn) n Segmente A,B„ A^B.^, ,.., 
AqBb gegeben,* so verstehen wir unter Resultante derselben ein 
Segment AB von solcher Grösse, Lage und solchem Sinn, dass für 
einen beliebigen Pol der Flächeninhalt von OAB gleich der 
Summe der Flächeninhalte von OA,B, + OA^B.^ + • • . + OA„Bn ist 
(Nr. 24, 27). 

44« Der Kürze halber wollen wir das Dreieck OAB das 
Dreieck nennen, welches das Segment von aus pro- 
jiciert. Der Sinn AB dieses Segmentes zeigt die Art an, in 
welchem der Linienzug OAB durchlaufen ist, oder, was dasselbe 
ist, das Zeichen des Flächeninhaltes OAB. 

*) Man sehe Fig. 35 » wo man die Gerade r sich so verschoben 
denke, dass die Punkte und 0' zusammenfallen. 
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Dies voransgeBcfaickt können wir sagen: Unter ReBOltante 
luehrerergegebenerSegmenteTerBtelitm&i) ein solches 
Segment, ftlr welches der Flächeninhalt des Dreiecks, 
welches dasselbe von einem willkflrliofaen Pole ans 
projiciert, gleich der Snmme der Flächeninhalte der 
Dreiecke wird, welche von demselben Pole ans die 
gegebenen Segmente projicieren. 

Da die Fliehe des Dreiecks OAB sich nicht verändert, wenn 
man das Segment AB auf der Geraden, der es angehört, ver- 
schiebt, so wird die Resultante mehrerer gegebener Segmente sich 
nicht ändern, wenn diese beliebig jedes anf der Geraden, der es 
angehört, verschoben werden. 

4S. Schon aus dem Satze in Nr. 24 ergiebt sich, dass, wenn 
man einen polygonalen Liaiensug CDE — HN constroiert, dessen 
Seiten CD, DE, . . . , MN der Reihe nach den gegebenen Geraden 
A|B„ AjB.j, . . ., A„Bii äqnipollent sind, das Segment NC der Reanl- 
tante AB äquipollent ist. Igt der Linienzug geachloesen , d. h., 
fällt N mit C zusammen, und ist die Summe der Flächeninhalte 
OA,B, + OA,B, + . . . -I- OA„B„ nicht gleich Null, so hat die ge- 
suchte Resultante die Grösse Null und liegt in unendlicher Ent- 
fernung. l»t der Linienzng geschlossen, und ausserdem obige 
Summe gleich Null, so ist die Grösse der Resultante ebenfalls 
gleich Null, und die Lage derselben unbestimmt; in diesem Falle 
lässt also die gegebene Reihe von Segmenten flberhaupt keine 
Resultante zu. 

it. Wenn aber N nicht mit C zusammenfällt, so wird die 
Anfgabe in einer einzigen Weise durch ein Segment AB von end- 
licher Grösse und in end- 
licher Entfernung liegend 
gelöst. Da wir schon die 
Grüsse, die Richtung und 
den Sinn desselben ken- 
nen, wird es, um die Lage 
Tollkommen za individua- 
lisieren, genfigen, einen 
Funkt der Geraden zu 
finden, von der es einen 
Tbeil bildet. Zn diesem 
Zwecke kann man sich 
der Construction in Nr. 26 
. bedienen, oder auch der 
folgenden hei weitem ein- 
facheren (Fig. 36). 
Wir beginnen mit der Construction eines polygonalen Linien- 
zuges, dessen Seiten, die wir hier mit den Zahlen 1, 2, . ■-, n he- 
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seiehnen wollen , der Reihe nach den gegebenen Segmenten äqni- 
pollent sind; dann ist die Resultante dem Segmente 0, welches 
den Linienzug schliesst, in entgegengesetztem Sinne genommen 
Squipollent; das heisst, sie ist dem Segmente gleich und entgegen- 
gesetzt, welches vom Endpunkte der Seite n nach dem Anfangs- 
punkte der Seite 1 geht. Wir wählen nun beliebig einen Punkt U 
und ziehen von ihm aus die Strahlen ÜV^„ ÜV„, ÜV^, . . •jüV,^*) 
nach den Scheiteln des Linienzuges; dabei bedeutet Vf. 14.1 den 
Seheitel; welcher Endpunkt der Seite i (äquipoUent zu AiBj) und 
Anfangspunkt der Seite i + 1 (äquipoUent zu Ai^., Bi^.,) ist. 

Jetzt construieren wir einen zweiten polygonalen Linienzng, 
dessen Scheitel 1,2, ...^n der Reihe nach in die Geraden fallen, 
denen bezüglich die Segmente A^B^, A^B^, . . ., AoBq angehören, und 
.'dessen Seiten 01,12, ...^nO der Reihe nach den Strahlen UV^,, 
ÜVj2, . . . , UVn^j parallel sind. Die äussersten Seiten Ol,nO schnei- 
den sich hinreichend verlängert in einem Punkte 0, der der ge- 
suchten resultierenden Geraden angehört.**). 

Beweis, — Ich denke das Segment A^B^ in zwei zerlegt, welche 
in den Seiten Ol, 12 des zweiten Polygons liegen und den Strahlen 
U^jU, ÜV12 des ersten äquipoUent sind; in gleicher Weise denke 
ich das Segment A^B^ in zwei zerlegt, welche in den Seiten 12,23 
des zweiten Polygons liegen und den Strahlen V,jU, ÜV23 äqui- 
poUent sind; u. s. w., bis zuletzt auch Aj^B^ in zwei Segmente zer- 
legt ist, welche in den Seiten n — 1 . n, nO Uegen und den Strahlen 
Vn_i . n U, UVno äquipoUcut sind. 

Nehmen wir beüebig einen Pol 0, so ist der Flächeninhalt 
des Dreiecks, welches von ihm aus eines der gegebenen Segmente 
projiciert, gleich der Summe der beiden Dreiecke, welche von dem- 
selben Pole aus die beiden Componentensegmente projicieren; folg- 
lich fällt die Resultante der n Segmente Kfi^^k.fi^j , AqBb mit 

der Resultante der 2n componierenden Segmente zusammen, in 
welche die gegebenen zerlegt sind. Nun liegt das erste dieser 
2n Segmente auf Ol und ist V^jU äquipoUent, und das letzte liegt 
auf nO und ist UVno äquipoUent, während die sämmtUchen übrigen, 
2(n — 1) an Zahl, zu zwei und zwei einander gleich, entgegengesetzt 
und auf ein und derselben Seite des zweiten Polygons gelegen 
sind. Z. B. Uegt das zweite und dritte der Componentenseg- 
mente auf der Seite 12, und sie sind respective ÜV,, und V,jü 
äquipoUent. 

Die Flächeninhalte der beiden Dreiecke, welche von aus 
diese beiden Segmente projicieren, sind einander gleich, aber ent- 
gegengesetzt; die Resultante der gegebenen Segmente ist daher 

*) In Fig. 36 sind alle Bachstaben Y, A, B weggelassen« und es ist 
n»4. 

♦*) CuLMANN, a. a. 0., Nr. 87. 
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Dichte anderes ils die Reenltante des enteo und letzten Gompo- 
nentensegmenteB, von denen das erste auf Ol liegt und V,,U äqui- 
poUent ist, nnd das andere in nO liegt and aqnipollent za UV., 
ist. Die Resultante zweier Segmente geht aber (Nr. 25) durch deo 
gemeinBchaftlichen Paukt der Geraden, denen jene angehören, folg- 
lich geht die gesuchte Resaltante durch den gemeinsamen Punkt 
der ftnssersten Seiten 01,nO des zweiten Polygons. 

47. Wire der Fnntt U zoftllig mit den beiden Suasersten 
Punkten Vg,, V^ des ersten Linienzuges in gerader Linie ange- 
nommen , so würden die ansaersten Strahlen UV^,, UV^ zusammen- 
fallen, und folglich die ftussersten Seiten Ol, nO des zweiten Poly- 
gODS parallel werden. In diesem Falle gflbe also die Construction 
keinen in endlicher Entfernung liegenden Punkt der gesachten 
Resultante. Man würde aber anmittelbar genanntem Uebelstande 
abhelfen, wenn man einen neuen Pol ü' ausserhalb derGeraden V^,, V„^ 
annähme, und dann, wie oben auseinandergesetzt, fortechritte. 

48. Wenn das nicht ist, so kann es eintreten (Fig. 37), dass 
der Punkt V^ mit V^, znsammenfllltt, und also für jeden belie- 
bigen Pol U die äussersten 
Strahlen aufeinander lie- 
gen, folglich die Seiten 1 , 
nO entweder parallel sind 
oder zusammenfallen. Sind 
sie parallel, so ist die 
Summe OA,B,-fOÄ,B,-f.. . 
gleich der Snmme der bei- 
den Dreiecke, deren Schei- 
tel in 0, und deren den 
gleichen und entgegenge- 
setzten Strahlen V„.ü, UV„, 

Squipolleute Grundlinien 
in den genannten Seiten 
01,nO liegen, oder anch 
(Nr. 15) gleich der Hälfte 
eines Parallelogramms, dessen Gegenseiten jene Grundlinien sind. 
In diesem Falle ist die Resultante gleich Null und liegt in unend- 
licher Entfernung; nnd die Summe OA,B, -f- OAjBj -^ .. . hat einen 
von Null verschiedenen constanten Werth, wo auch (in endlicher 
Entfernung) der Punkt liegen mag. 

49. Fallen dagegen (Fig.SS a.f.S.) die Seiten 01,nO zusammen, 
d.h. fallen die Gegenseiten des Parallelogramms zusammen, so verschwin- 
det die Summe OA,B, + OB,B, + ... + OA„B„ für jeden beliebigen 
PunktO. In diesem Falle ist jedes beliebige gegebene Segment in um- 
gekehrtem Sinne genommen die Resultante der übrigen n — 1 Segmente. 

59. Man nehme die gegebenen Segmente A,B„ A,B,, . . . 
sämmtlich unter einander parallel an. In diesem Falle reduciert 
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weh (Fig. 39) der erste polygo- 
nale LinieDzug V,,V„V„ ■ • ■ V.o 
anf eine gerade Linie, sonst 
aber bleibt die Constrnction des 
zweiten Polygons genan dieselbe 
wie im allgemeinen Falle. Die 
Resnltante ist den Componenten 
parallel. 

Sl. Sind nur zwei Segmente 
A,B„ A,B„ gegeben, so kann man 
die Construction anf folgende 
zurflckfDhren (Fig. 40 und 41). 
In der nnbegrenzten Geraden 
A,B, . . . nebme man das Seg- 
ment CD, das A,B, äquipollent 

ist, nnd in der Unbegrenzten Geraden A^B^... ein Segment CD', 
das A,B, äquipollent ist. Der gemeinsame Schnittpunkt der Ge- 
raden CD', CD gehört dann der Resultante, welche gesucht wird. 
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an. Denn, latkt man lyE panlM la GD md r«rtriBd«t mit E, 

BO reprSneotiereii C, D, E die Sehdtel V„, V,„ V„ deg enten 
LiniepzngeB und vertritt den Punkt U; die Pankte iy,i sind 
die Scheitel 1, 2 des zweiten Polygons, du hier dnreh du Dreieck 
OIYE dargestellt wird, und repräsentiert anch den Darcbsebnitts- 
pnnkt der ftossersten Seiten dieses zweiten Polygons. 

Ans den Ähnlichen Dreiecken OCD, OD'C ergibt sich: 
OC : OD = CD' : DG 
= A,B,:B,Ä„ 
das heisat: 

Das Verhfiltniss der Abstinde der Resnltante 
zweier paralleler Segmente von diesen Seg- 
menten ist dem VerhältnisB der componieren- 
den Segmente reciprok n-nd von entgegenge- 
setztem Zeichen. 
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SZ. Eine Gerade a mit dem Verbältnisse zweier anderen Oe- 
raden b:c mnltiplicieren heisat, eme vierte Gerade x finden, 
80 dass die geometrische Proportion besteht: 
c : b = a : I. 
Zu diesem Zwecke genQgt es, zwei ähnliche Dreiecke OLU, 
ÖTQ zo eonätinieren, von denen Folgendes gilt: 

im ersten sind zwei Linien (zwei Seiten, oder Grundlinie and 
Höhe, n. B. w.) gleich oder proportional zn c, b; nnd im zweiten 
ist die Linie a homolog zn c; x ist dann die homologe Linie von 
b im zweiten Dreiecke; oder 

im ersten sind zwei Linien gleich oder proportional zn c, a; 
und im zweiten die Linie b homolog zn c; dann ist s die zn a 
homologe Linie des zweiten Dreiecks. 

53. Die respective Lage der beiden Dreiecke ist völlig will- 
kflrlich; und die Wahl der einen oder andern gibt Gelegenheit zn 
verschiedenen Constmctionen. Die 
Auswahl wird meistens durch die 
Lage, in welcher die Segmente a, b, c 
gegeben sind, oder von der, in wel- 
cher man x zn erhalten wtlnscht, 
YOrgezeicbnet werden. 

a) So haben z. B. in Fig. 42 die 
beiden Dreiecke den Winkel gemein 
und parallele Gegenseiten. Nimmt man 
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an , dass in ihnen OP; OM, OL 
die Segmente a, b, c darstellen, so 
ist OQ » X. Ist dagegen OL — • c, 
OP — a, LM — b, so ist PQ — x. 
b) In Fig. 43 sind dagegen 
die dem gemeinsamen Winkel 
gegenüberliegenden Seiten anti- 
parallel ; d. h. die Winkel OML, 
OQP sind gleich (und folglich auch 
die Winkel OLM, OPQ). 

c) Es können (Fig. 44) c und a die 
Höhen der beiden Dreiecke sein; nimmt man 
noch an, es sei b eine Seite OM oder LM 
des ersten Dreiecks, so ist OQ oder PQ — ■ x. 

d) Oder anch, es seien c und a darge- 
stellt durch OL, OP oder durch OM, OQ, 
und b sei die Höhe des Dreiecks OLM, dann 
ist X die Höhe des andern Dreiecks OPQ. 

e) Wenn (Fig. 45) die Linien OM — b, 
OT «s a aufeinander senkrecht angeordnet 
sind, und c >> b, so kann man in folgen- 
der Art vorgehen. Man construiere das 
Dreieck OLM, dessen Seite LM parallel zu 
O'P, während die Hypothenuse OL = c ist. 
Zieht man PQ parallel zu OL, und O'Q 
senkrecht auf PQ, so sind die rechtwink- 
ligen Dreiecke OLM, OTQ ähnlich wegen 
der gleichen Winkel L, P ; also ist O'Q «- x. 
— Die Gerade O'Q, senkrechte Projection 
von OT auf eine zu OL senkrechte Ge- 
rade, heisse Antiprojection von OT 

auf OL. Sind also a und b aufeinander senkrecht, so ist x die 
Antiprojection von a auf c. 

54. Eine Gerade a durch das Verhältniss zweier anderer Ge- 
raden b:c dividieren bedeutet so viel als a mit dem Verhältniss 
€ : b multiplicieren. 

Die Theilung einer Geraden a in n gleiche Theile ist dasselbe 
wie a mit c : b multiplicieren, wo c ein beliebiges Segment, und b 
n-mal so gross als c ist. 

Soll eine Gferade b in Theile getheilt werden, die gegebenen 
Segmenten a,, a^, aj, . . ., a^ ein und derselben Geraden proportional 
fiind, so braucht man nur diese Segmente mit dem Verhältniss b : c 
zu multiplicieren, wo c =» aj + a^ -|- . . . + an ist (Nr. 56). 

55. Von einem Centrum oder Pol aus ziehe man Radii- 
vectoren, von denen je zwei aufeinanderfolgende einen constanten 

Oremona, Calcnl. 3 
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Winkel lo einBchliesBCn , und deren Lftiigen eine arithmetiache Pro- 
gression bilden 

a, a H- b, a H- 2b, » + 3b, 

Die Endpunkte H, M„ M,^ M^, sind dann Pn^ls riner 

Cnrve, die man Spirale dee Abchiuedes ne&n^ j/tmer Carve, die 
TOD ein«n Pankte M beBcbrieben wird, der rieb mit gteicbförmiger 
Geecb windigkeit aaf dem Radiaa OH bewegt, während dieser um 
ebenfalls mit constanter Oeseliirindigkeit in der Art rotiert, dass 
M die geradlinige Strecke b ik derselben Zeit dnrchliaft; in welcher 
der Radios OM den Wiikd la beechreibt. 

Nimmt man den Winkel in hinreichend klein, ao erhält man 
hinreiiAend nahe Punkte nm die Curre mit derjenigen Annäherung 
ziehen za können, die man für die Praxis nöthig hat. 

Nach Verzeichnung der Spirale des Abchiuedes reduciert sich 
^as Problem einen Winkel zu theilen, auf das der Theilung einer 
Geraden. Denn hat man zwei Eadüvectoren gezogen, welche den 
Winkel einscblieasen , den man in n gegebenen Geraden propor- 
tionale Theite theilen will, 
so braucht man nur die Dif- 
ferenz der Radien vectoren in 
n denselben Grössen propor- 
tionale Tbeile zn theilen ; die 
Entfernungen des Punktes 
und der n — 1 Theilpunkte 
sind die Längen der n — 1 
Radiivectoren , die man zwi- 
schen die beiden gegebenen 
einschiehen muss,umdieThei- 
Inng des Winkels zn erbal- 
ten. Die Fig. 46 zeigt die 
Theilung des Winkels MOM^ 
in ffinf gleiche Theile.*) 

5fi. Sollen mehrere Segmente AB, AC, . . . , BC, .... einer 
Geraden n mit einem constanten Vcrhältniss b : c multipliciert wer- 
den, so handelt es eich darum, eine Puoktreibe A', B', C, . . . einer 
andern Geraden n' zu finden, so dass die Gleichungen 

— = *^= =5^'= ^ 

AB ~ AO BC °^ c 

erfüllt sind. 

Die Geraden u, u' heissen ähnliche Pnnktreihen, und 

die Punkte A und A', B und B', , und ebenso die Segmente 

AB und A'B, . . . . heissen entsprechend. 



*) Paffos, Colleeiiones mathematicae. Lib.IV., Frop.XX u. XXXT. 
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VI, Sind die Oerttden n, u' piirallel 
(Fig. 47), 80 geben die Verbindangsgeniden 

AÄ', BB', CC, sämmtUch dorch einen 

festen Pnnkt (das Projectionscentrom). 
Macht man z.B. AB = c, A'B' = b, so 
geben die AÄ', BB' in ibrem Durchscbnitt 
den Punkt 0, und jeder durch Ponkt 
gezogene Kadinsveotor sdineidet dann u und 
n' in zwei entsprechenden Punkten. 

SS. Wenn n und n' nicht parallel 
sind (Fig. 48) , nnd der ihnen gemeinsame 
Pankt zwei aufeinander- 

fallende entsprechende 
Punkte A, Ä' repräsen- 
tiert, so Bind die Geraden 

BB', CC, fiflmmtlicb 

nnter einander parallel. 

Die gemeinsame Richtung 

dieser Parallelen findet 

m&n, wenn man z. B. 

AB^C,A'B'=bannimmt; 

dann schneidet jeder zu BB' parallele Strahl die u, n' in zwei 

entsprechenden Punkten. 

59. Wenn endlich < Fig. 49) 
n, u' nicht parallel sind, und ibr 
gemeinsamer Dnrchachnittspnnkt , 
zwei nicht entsprechende Punkte '■ 
P, Q' darstellt, so sind die Ge- 
raden AA', BB', CC Tan- 
genten ein und derselben Parabel. 
Nimmt man z.B. PQ=c,P'Q'=b, 
so ist die Parabel dadurch be- 
stimmt, dass sie u in Q and n' 
in P' berühren mnss. Jede Tan- 
gente dieser Parabel schneidet u' in zwei entsprechenden Punkten. 

Um entsprechende Pnnktepaare zu erhalten, wie A und A', 

B und B', . . . braucht man nur von den verschiedenen Punkten 

A ", B", ... der Geraden FQ die Geraden A "A, BB, . . . parallel 

n', und die Geraden Ä"A', B"B', — parallel zu u zu ziehen. Denn 

man hat offenbar 

A^^PQ' ^^PQ. 

A"B"~ P'Q' AB'" P'Q' 

,,,,.. A-B' P'Q' b 

nnd folglich _ = _=_. 
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Will m&n vermeiden Parallele zn riehen»), so genOgt es 
(Fig. 50) zwei Tangenten der Parabel ale gegeben zn betrach- 
ten, d. h. zwei Gerade n', a" auf 
denen zwei fihnliche Pnnktreihen 
(sie dttrfen anch gleich sein) 
A'B'C'Ö'E', . . ., A"B"C"D"E" . . . 
in der Art verzeichnet sind, dass 
der gemeinsame Durchschnitts- 
pankt der Geraden swei nicht 
entsprechende Punkte E*, B" re- 
präsentiert, nnd dass das Seg- 
ment B'G' von n' (das zwischen 
der Parabel nnd u" enthalten ist) 
gleich dem Nenner c des gege- 
benen Verhältnisges ist. Will 
man dann die Segmente von u' 
mit dem Verhältniss b : c multiplicieren , so mass man die Länge 
BE = b zwischen u' nnd u" in der Art zwischenlegen, dass die- 
selbe zwei entsprechende Pankte A', A" verbindet: die Geraden 
CC ", D'D", . . . , welche entsprechende Punkte von n', n" verbinden, 
bestimmen auf BE dann die gesuchten Segmente 
BC : CD : DE : BE = 
B'C : CD' : DE' : BE'. 
Handelte es sich z. B. um die Tlieiinng einer gegebenen Länge 
BE in n gleiche Theile, so würde man durch B die Gerade n' 
ziehen, und auf derselben n-f-l einander gleiche Segmente A'B' 
^ B'C ^ CD' = DE' abtragen ; nachdem man dann E mit E' ver- 
bunden, würde man auf der Verbindungslinie u" ebenso n -j- 1^ Seg- 
mente EE' oder A"B" = B "C" = CD" = DE" auftragen. Die n + 1 

Geraden CG", DD', 

treffen dann BE in den 
gewünschten Theilpnnk- 

ten C,D, 

«•. Aufgabe.— Es 
seien (Fig. 51) a„ a^,.,., a„ 
n nach OrOsse, Richtung 
und Sinn gegebene Seg- 
mente; man soll dieselben 
der Reihe nach mit denVer- 
hältnissen b, : c,, b, : c„ . . ., 
b^ : Cb multiplicieren. 

r U trait (P^ris, 1840i, p.30. Id Betreff 
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Hau conBtrniere einen poly^nalen Linienzug P„ desBen Seiten 
der Reihe nach den gegebenen Segmenten a„ &,,■■■ äqnipollent 
Bind, nnd nenne die anfeinanderfolgenden Scheitet 1,12,23,..., 
D — 1 .n, n, indem man mit dem Anfangspanlite der erBten Seite a„ 
anfingt and mit dem Endpankte der letzten Seite a. BchliesBt. 

Dann beschreibe man zwei andere Linienzflge P^ and P„. Der 
erste werde gebildet von den n Geraden 1,2,..., n, die der Reihe 
nach den Seiten von P, parallel Bind nnd von denselben in einer 
eonstanten Richtung*) die Abstände c,,C:,...,c, haben; der zweite 
habe seine Scheibe! 1 , 2, . . . , n der Reihe nach aaf den Seiten von 
Pc und seine Seiten 1, 12, 23, . . .,n — l.n,n**) mögen bezUglioh 
durch die gleichnamigen Scheitel von P, gehen. Die Gegammtheit 
der drei LiuientQge faeisse die erste Figur. 



Jetzt Gonstruiere man eine zweite Figar, die in analoger 
Weise auB drei Linienztigen P„ P|>, P^ besteht, nach folgenden Be- 
dingnngen (Fig. 51'): 

1. Die Seiten von P, seien der Reihe nach den SeilOD von 
P, parallel; die Seiten von Pt, denen, von P, (nnd also aach denen 
von P, nnd P,); die Seiten von P^ denen von P«; 



*) Sie kann beliebig angenommen werden, darf aber mit der Rich- 

tnng keines der Segmente a zasammenfallen. Je nachdem Cr positiv oder 

negativ ist. wird man die Gerade r rechts oder links von demjenigea 

ziehen, der a' in dem diesem Segmente zngebCrigea Sinne dnrchläaft. 

**) Die Seite 1 ist die, weloBe dem Scheitel 1 vorhergeht; die Seite 

12 verbindet die Scheitel 1,2; ; die Seite n folgt auf den Scheitel n. 

Um dieses Polygon zn oonstrniereD, kann man die Seite 1 beliebig an- 
nehmen, wenn Bie nur doreh den Scheitel 1 von P. gebt. 
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2. Die Seiten 1 , 2; . . . , n von Pi» mögen von den gleichnamigen 
Seiten von P^ in der oben beliebig festgesetzten Richtung die Ab^ 
stände bj, b^; • • •? ^a besitzen"^); 

3. Die Scheitel 1,2, ...^n von P^b fallen der Reihe nadi in 
die gleichnamigen Seiten von Pi> und die Seiten 1/12,23,..., 
n — 1 . n, n von P^ gehen der Reihe nach durch die gleichnamigen 
Scheitel von P,. 

Um die zweite Fignr am constraieren kann man beispielsweise 
in folgender Art vorgehen. Man wfthle den Scheitel 1 von P, be- 
liebig und ziehe durch denselben zwei Gerade, die bezflgtich der 
Seite a, von P« und der Seite 1 von P.« parallel sind-: ^ese be- 
stimmen die Lage der Seite 1 von P^ und der Seite 1 von P,,^. 
Zieht man nun im Abstände b^ von der Seite 1 von P, eine Paral- 
lele zu dieser Seite, so ist diese die erste Seite von P^, und der 
Punkt, in welchem sie die Seite 1 von P^b trifft, ist der Scheitel 
1 von P^b* Von diesem Punkte ziehe man (parallel zur Seite 12 
von P.e) die Seite 12 von P^b, dann hat man im Durchschnitts- 
punkte mit der Seite 1 von P^ den Scheitel 12 von P,. Von hier 
aus ziehe man die Seite 2 desselben Polygons P, in der Richtung 
des Segmentes a^, und nachdem man in derselben Richtung, aber 
im Abstände b^, die Seite 2 von Pb gezogen, wird der Dun^fa- 
Schnittspunkt derselben mit der Seite 12 von P^b den Scheitel 2 
von P,b liefern. Und so weiter. 

Das Polygon» P^, dessen Seiten wir Xj, Xj, . .., Xn nennen 
wollen, liefert das gesuchte Resultat der verlangten Multiplication. 
Denn das Dreieck, welches x^ zur Grundlinie und den Scheitel r 
von P^b zur gegenüberliegenden Ecke hat, ist wegen des Paralle- 
lismus der Seiten dem Dreieck der ersten Figur ähnlich, dessen 
Grundlinie a^ ist und der gegenüberliegende Eckpunkt der Scheitel 
r von P.c. Die Dimensionen dieser Dreiecke in der constanten 
Richtung sind b^, Cr, folglich ist 

Xf . af " fjf • Cf 
folglich 

61. In Betreff des Siniies des Segmentes x, bemerken wir, 
dass die beiden Dreiecke ähnlich gelegen sind, sobald c^ br 
denselben Sinn haben, d. h., dass ihre beiden Scheitel r beide 
rechts oder beide links von der respectiven gegenüberliegenden 
Grundlinie (a, oder x,) liegen ; sind dagegen c„ b, von entgegen- 
gesetztem Sinne, so haben die beiden Dreiecke entgegengesetzte 



'^> Auch hier wird man, jenachdem br positiv oder negativ ist, die 
Seite r rechts oder links von dem verzeichnen, welcher Xr in dem diesem 
Segmente eigenthümlichen Sinne darchlänft. 
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Imge. Folglich falben die Segmente a^, x, ira ersten Falle gleichen 
Sinn, im zweiten entgegeDgeaetzten. 

Daraus folgt, dass die Segmente x in ihrer Keikenfolge mit 
SScknobt «nf ihren Sinn geordnet sind, d. b. in der Art, wie es 
Ton der geomettiscben Addition gefonlert wird. Folglich wird ihre 

Besnitante, d. h. die Resnllante der Segmente a, . — nach Grösse, 

c, 
Richtung und Sinn durch diejenige Gerade gegeben, welche den 
polygonalen Uniensug Pi scblieast (das ist die Gerade, welche von 
dem Anfangspunkte von x, nach dem Endpunkte von s„ gebt). 

(2. Specielle Fälle. — Die Segmente a seien Bämmtlich 
parallel (Fig. 52) ; dann reduciert sich jeder der beiden Linien- 
zttge P., P^ auf eine 
gerade Punktreihe, und 
jeder der LinienzQge 
Pc,"Pb gebt in ein Bü- 
schel paralleler Strah- 
len über. Das heiast, 
<lie Construction redn- 
dert sich auf folgende : 
Man trage die Seg- 
^menteOi ^a„ 12^a„ 
23 = a,, . . . der Reihe 
nach aufeinanderfol- 
gend anfeiner Geraden 
a auf; parallel zn der- 
selben und in den Ab- 



{in beliebiger constan- 
ter Richtung, jedoch 
von der von a verschie- 
den gemessen) ziehe 
man ebenBOvieleGerade 

1, 2, ■■-, n, die wir als 
Strahlen eines BttBchela 
ansehen, dessen Mittel- 
punkt in an endlicher 
Entfernung liegt; und 

nun zeichne man einen polygonalen Linienzug, dessen Scheitel 1, 

2, . . ., n in die gleichnamigen Parallelst ralilen fallen und dessen 
Seiten Ol, 12, 23, . . ., n — l,n,n durch die correspondi er enden 
Punkte 0, 1, 2, ..., n— 1, n der Punktreihe a gehen (d.h., durch 
die Punkte, welche die Segmente a„ a^, . . ., a„_„ a„ begrenzen). 

Nun constniere man die zweite Figur, indem man ein Büsciiel 
von Strahlen t, 2, . . ., n zieht, die parallel zu a von einer Geraiien 
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z (die ebenfalls eü a panlleL ist) der Reihe nacli die AbstAnde 
b„ bj, ..., b„ haben, nnd dann aoen Linienzng zeichnet, desBen 
Seiten der Reihe nach den Seiten des ersten Polygons parallel 
Bind, nnd dessen Scheitel anf die StrahleD dei zweiten BflschelK 
fallen. Die Segmente Ol, 12,23,... von x, welche zwischen den 
aufeinanderfolgenden Seiten dieses neuen Polygones eingescbloBsen 
sind, sind dann der Reihe nach 

b, K b, 

' ' c,' ^ * e,' ^ ^ c,' ' 
nnd das Segment, das zwischen der Seite r — 1 . r und der Seite 
s . B -|- 1 liegt f ist gleich 



2-r2-^--' 



In dem hier betrachteten Falle beweist man aus den in Bezog 
auf den Sinn des Segmentes x^ gemachten Bemerkungen leicht, dass 
zwei Segmente x„ x, gleichen oder entgegengesetzten Sinn besitzen, 
jenachdem unter den drei Paaren a, a„ b, b„ c^ c, eine gerade (Null 
oder Zwei) oder eine ungerade Zahl (Eins oder Drei) sich befindet, 
welche ans Segmenten von entgegengesetztem Sinne gebildet sind. 
DaB ist in Uebere in Stimmung mit der Zeichenregel der algebraischen 
Multiplication. 

63, Wenn ausser, dass sämmtlicbe a parallel sind, noch 
sämmtlicbe c einander gleich wären , so würde das erste Büschel 
sich auf eine einzige Gerade reduderen, und folglich würden 
sämmtliche Scheitel des ersten Linienzuges in 
einen einzigen Punkt dieser Geraden zusammen- 
fallen; d. h., das erste Polygon degeneriert 
in ein StrahlenbttBchel , das von einem Punkte 
ausgeht, der im Abstände c von der Gera- 
den & liegt. 

In diesem Falle litast sich die Aufgabe, 
wie folgt, aussprechen: 

Die gegebenen Producte 

aj . b„ a^ , bj, , a^ . b, 

auf die constante Basis c zu redncieren, indem 
man die ihnen proportionalen Segmente 

bestimmt. 

Die Lösung würde dann folgende sein 
(Fig. 53): Man zeichne die gerade Punkt- 
reihe a, deren aufeinanderfolgende Segmente 

•) Jaeqer, Das graphische Rechnen (Speyer, 1B6T), S. 75. 
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Ol — «„ 12 — «,, ..., »— 1 .n = a. 
Beien, nod projidere die Punkte 0, t, 
2, . . ., n — 1 , n dieser Pnitktreihe ver- 
mittekt Strahlen, welche sämmtlicli von 
einem Punkte 0, der in der Entfernung 
o von der Geraden a liegt, anegehen; 
der Äbefand kann senkrecht oder belie- 
big Bchief sein. Dann conatmiere' man 
ein BüBchel von Strahlen 1,2,.. ., s, die 
parallel zq a sind nnd in der Richtung 
von c TOD einer Geraden x, die eben- 
falls parallel za a ist, die Abstände b„ 
b,, . . ., h, haben. Endlich zeichne man 
ein Polygon, dessen Scheitel der Reibe 
nach anf den ebengenannten Parallel- 
strahlen 1, 2, 3, . . ., n liegen, nnd des- 
sen Seiten Ol, 12, 23, . . .. n— 1 . n, n 
der Reihe nach den Strahlen Oo, Ol, 02, . . -, On— 1, On des 
Büschels parallel sind. Die Segmente 01,12,23,..., welche 
die Seiten dieses Polygons anf der Geraden x bestimmen, sind die 
gesnchten Segmente z„ x„ s,, • . .*) 

64. Wenn nicht die c, sondern die b sämmtlich einander gleich 
wären, ausser dass die a alle unter sich parallel sind, so Uesse 
sich die Änfgabe so aussprechen: 

Es sind die VerhältniBse 



gegeben, man soll die ihnen proportionalen Segmente 

x„ X,, . . . ., x„ 
bestimmen, wenn b das con- i 

Btante Segment ist, welches 
durch MultipLication von x 
mit dem estsprechenden 

TerlilltniBse von — ent- 

a 
steht. 

Nachdem die Pnnkt- 
reihe a (Fig. 54) mit den 
Segmenten Ol = a, , 12 
= a.,..., n~l.n = a, 

nnd das Büschel von Strah- , 

len 1,2, 3, .. ., n parallel 
zu a mit den in constan- , , . 

•( CuLMANK, a. a. 0., S. 22 a. 23. 
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ttfi Eichtnng gemeBsenen reBpectiven AbaUnden c,, c^, ■ . . , c„ eon- 
atraiert Bind, seichne mut eineo polygonales Liniening, denen 
Scheitel 1, 2, . . ., n der Reihe D&ch saf diene Strahlen Mlen, und 
deaaen Selten l, 12, 23, . . ., n— 1 . n, b dnreh die gleichnamigen 
Punkte der Pnnkreihe a gehen. Dann conatruiere man ein zweites 
BflBcbel, deaaen Strahlen der Reihe nach den Seiten des polygo- 
nalen Lioienzngea parallel sind nnd BHmmtlich von einem beliebig 
gegebenen Pnnkte anagehen; endlich schneide man das zweite 
BtlBchel dnrch eine Gerade x, die parallel ta a ist und von 
den Abstand b in der Richtang der Geraden e hat. Die Segmmte 

Ol, 12, 23, , welche man so auf x erhält, sind die TerUngten. 

Äaf diese Aufgabe rednciert sich dem Weaen nach die l^vna- 
fonnation mehrerer gegebener Brüche 



in andere gleichwerthige 

X, X, x„ 

V b' "■* b 
die sämmtlich denselben Nenner b besitzen. 

65. Angabe. — Eine Gerade a mit den VerhältniBsen 

b, b, _ b^ 

C, C, Co 

au multiplicieren. 

Man ziehe (Fig. 55) zwei Gerade oder Axen bb, cc, die eich 
in unter einem beliebigen Winkel schneiden. Von amgefaend 



trage man auf der ersten Axe die Segmente b und auf der zweiten 
die Segmente c ab, wodurch entstehen mögen: 

auf der ersten Axe: Ol ^b„02 = bj, . . ., 0, = b„; 

und auf der zweiten : Ol = c„ 02 ^ c^, . . ., 0, = c^. 
Man verbinde die homologen Punkte beider Axen , d. h. 1 mit 1 , 
2 mit 2 u. s. w., und ziehe durch parallel mit den Verbmdnngs- 
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lioien ebensonele Gerade l„i,, . . ., I„ die in der Figar nnr dorcfa 
die nnmerischen Indicee beseicbnet sind. 

Zwei Se^ente b„ c, mit äemeelben Indes bilden im Verein 
mit der Terbindongslinie rr ibrer Endpunkte ein Dreieck. Nqb 
construiere man zu jedem dieser Dreiecke ein flhnlicbea, in welchem 
die beiden c,: und rr entsprechenden Seiten von auBgefaen und 
bezflglich in ce, I, liegen ; die dritte Seite, welclie b^ entspricht und 
parallel zu bb läuft, heisse a,. Um die Bestinunnng des Dreiecks 
zn rollenden braucht man nur eine Seite featznlegen, die, welche 
auf oc liegt; es sei dieselbe gleich a im ersten Dreiecke, glddi 
a, im zweiten , gleich a, im dritten , . . . , gleich t. im letzten. 
Dann behaupte ich, dass a,, d. h. diejenige Seite des letzten Drei- 
ecks, welche parallel zu bb liegt, das Resultat der Mnltiplication 
ist, welche man anaffthren Bollte. 

Denn Tergteioht man das r-te Dreieck der zweiten Reihe, 
deasen zu cc, bb parallele Seiten a^^,, a, sind, mit dem ähnlichen 
Dreiecke der ersten Reihe, dessen correepondierende Seiten c„ b, 
heisBen, so erhält man: 



Hnltipliciert man diese Gleichungen miteinander, so entsteht: 

b, b, b, b, 

a. = a . — ■ -s . -ä ■ . . — , 
C| Cj Cj c, 

wag zu beweisen war. 

66, Wir wollen jetzt beweisen, dass das Resultat sich nicht 
ändert, wenn man zwei Factoren unter einander vertanscht, z. B. 

b, b„ 

i —I -ij 80 

sind die Constructionen folgende [Fig. 56): Auf cc nehme man 
OA =^ a; von A ziehe man zu bb 
die Parallele, bis sie 1, in A, trifft; 
das Segment AA, ^ a, trage man 
auf cc auf, d.h. man mache OA, = a,, 
und TOn diesem neuen Punkte A, 
aus föhre man die Parallele zu bb, 
bis sie I, in A, trifft; das so er- 
haltene Segment Ä,A, ist dann a^. 
Nimmt man dagegen die Fac- 
toren in der Ordnung — i — j so 
mnss man, wie folgt, vorgehen: 
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Nachdem man OA == a gemacht bat wie vorher nnd durch A die 
Parallele zn bb gezogen, lasse man dieselbe anf 1^ im Pankte Aj 
enden ttnd nenne das so erhaltene Segment a'; dann mache man 
unf CO dafl Segment OA^ = a' and ziehe dann A^A, parallel zn bb 
bis zn der Linie 1,; die Gerade A,A, heisse a". 

Die zwischen 1, und cc enthaltenen ähnlichen Dreiecke OA^A,, 
OA A geben dann die Beziehungen 

A,A, OA, - . a" a' 

die ehenfslls filAilichen zwischen 1, nnd ee gelegenen Dreiecke 
OAjA,, OAA, geben entsprechend 

A,A, AA, , a, a' 

JjJ_-gj--, Ode, J_-. 

Folglich ist a." = a„ w. z. b. w. *) 

67, Bei der Coostrnction der Dreiecke erster Reilie könnte 
man, statt die Segmente b anf der Geraden bh aufzutragen, nach- 
dem man (Fig. 57) auf cc die Seite Ol = Cj gemacht hat, auf der 



Geraden Ob einen Punkt 1 so annehmen, dasa die VerbindnngBlinie 
11 nach absoluter Länge gleich h, wäre. Nachdem dann durch O 
die 1, parallel 1 1 gezogen, wtlrde man, wie oben, das Dreieck der 
zweiten Reihe, das zn Oll ähnlich ist, construieren , indem 'man 
anf cc eine Seite gleich a annähme. Dann wflide das Prodnct 

a, = a . — nicht durch die zu bb parallele Seile, sondern ^dnrch 

die anf I, liegende Seite gegeben werden; nnd so fort fflr die 
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abrigen Dreiecke. Bei dieser ConstrncÜoii vird den Zeichen der 
Segmente b keine Rechnung getragen, weil sie in verschiedener 
Richtang aufgetragen -werden; desbalb iat es bei Uebertragnng 
z. B. des Segmentes a, aaf cc, am zn der Constrnction des nBcfast- 
folgenden DreieckB überzugehen, nOthig demselben das Zeichen 
von a en geben oder das entgegengesetzte, jenachdem b, and c, 
gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. 

Bei dieser Art vorzageben werden die Segmente a,, a„ . . ., a,, 
die man bezdglich anf 1„ 1,, ■ . > I, erhalten hat (den Partulelen zn 
b„ b„ . . ., hj , auf cc mittelst Kreisbogen übertragen, deren ge- 
meinsames Gentmm ist. 

S8. Eine dritte Art die vorgelegte Multiplication aasznfDhren 
besteht (Fig. 58) in Folgendem: Han trägt von dem gemeinsamen 



Anfangspunkt ans die Segmente b,, b„ b^, . . ., e,) c,, . . . . anf 
einer der beiden Äsen (bb), nnd die Segmente b,, b„ . . ., c„ c^, 
c,,.... anf der andern Axe (cc) ab, nnd verbindet immer die 
Endpnnkto 11, 22, 33 . . . der Segmente b, c von gleichem Index 
mit einander. Dann ist nur nOtbig zwischen den beiden Azen 
eine gebrochene Linie einzubeschreiben , deren aufeinanderfolgende 
Seiten besüglicb zu den Verbindungslinien 11,22,33,... parallel 
sind, nnd deren Scheitel abwechselnd anf cc und bb liegen. Nimmt 
man den ersten Scheitel so an, dass er der Endpunkt des Seg- 
mentes von cc ist, das gleich a ist nnd den Anfangspunkt hat, 
so sind der zweite Scheitel, der dritte, der vierte, .... analog die 
Endpunkte der Segmente 
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b, b, b, 

iro der gemeiiusme Scheitel ist*). 

Dies ist evident, sobald man beachtet, dass die Dreiecke der 
zweiten Reihe bei dieser ConstructioD sammtlich eine Seite auf bb 
und eine andere auf ec besitzen, während die dritte diejenige Seite 
der gebrochenen Linie ist, welche der dritten Seite des ahnlichen. 
Dreiecks der ersten Seite parallel ist. 

fi9. Wenn man nicht nöthig hat, den Zeichen der Segmente 
a, b, c Rechnung zu tragen, d, h. wenn man diese aSmmtlich ala 
positiv betrachtet, so kann man auch die Constmction in der Art 
anordnen, dass sowohl die Dreiecke der ersten Keihe als auch die 
Dreiecke der zweiten Reihe aufeinanderfolgend (gleichsam wie ein 
Fächer) um einen gemeinsamen Scheitel angeordnet sind (Fig. 59). 
Durch ziehe man n+ 1 Gerade 
oder Kadienvectoren , die beliebige 
Winkel mit einander einachliessen ; 
zwischen dem ersten und zweiten Ra- 
diusvector construiere man das erste 
Dreieck der ersten Reihe und das 
erste der zweiten; zwischen dem zwei- 
ten und dritten Strahl die zweiten 
Dreiecke der beiden Reihen; zwischen 
dem dritten und vierten Strahl die 
dritten Dreiecke , u. s. w,, in der Art, 
dass zwei Dreiecke der «weiten Keihe, 
die sich unmittelbar folgen, stets eine 
Seite gemein haben. Das heisst, auf 
dem ersten Strahl nehme man mit dem 
Anfangspunkte zwei Segmente be- 
züglich gleich a und c,; auf dem 
zweiten Strahle von demselben Anfang 
aus das Segment bj : man verbinde die 
Endpunkte von b„ c, und zu der Ver- 
bindungslinie ziehe man durch den Endpunkt von a die Parallele, 
welche auf den zweiten Radiusvector ein Segment a, == a . -i be- 
stimmt. Nimmt man jetzt in derselben Art auf dem zweiten Radius 
dag Segment c. und auf dem dritten Radius das Segment b , so 

bestimmt man auf dem letztem em Segment a^ ^ aj . --= a . — . — - 



•) In den Fig. 5S, 59 u. ff. trägt jedes der. Segmente, welche den 
gemeinsamen Scheitel haben, an seinem Endpunkt den Buchstaben a, 
b oder c, der das Mass desselben angiebt. 
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Setzt msn diese CoDstntctioiiurt fort, bo gelangt man zuletzt anf 
dem (n+ l)-ten RadinBvector za einem Segment mit dem Anfangs- 
punkte 0, deBBen Werth gleich iBt 

b, b, b. 
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7t, Setzt man in der letzten Aufgabe die b sänmtlich ein- 
ander gleich und ebenso sämmtliche c, bo ist das construierte Seg- 
ment a„ das Besnltat der Hnitiplication von a mit der n-ten Potenz 

des VerbältnissOB — 
c 
In dicBem Falle fallen, bo- 
wohl bei der ersten Constmc- 
tionsart iu Nr. 65 (Fig. 60) ala 
bei der zweiten in Nr. 67 
(Fig. 61) die Dreiecke der er- 
sten Reihe sämmtlich in ein 
einziges zusammen, von dem 
zwei Seiten die gegebenen Seg- 
mente b, c sind. Die n Drei- 
ecke der zweiten Reihe sind 
sämmtlich nnter einander und 

dem einigen Dreiecke der ersten Reihe ähnlich. Ihre auf OC lie- 
genden Seiten und der Reihe nach a, a„ a„ ...a„ — 1 und die zn 
b parallelen Seiten sind a„ a^, a,, . . ., ag, wobei 

b /bV /bV fbV 

a, ^=a.— ja, = a.— I,a, = a. — ,...., a„ = a — ■ 

Diese Reihe ähnlicher 
Dreiecke kann man auch 

im entgegen gCBetzten 
Sinne fortsetzen, ao dass 
man die Producte von 
a mit den negativen Po- 
tenzen von — erbäft. 

c 
Construiert man nämlich 
duB Dreieck, dessen zu 
b parallele Seite gleich 

a ist, so ist die Seite 1 

»nf OC I 
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■(r^ 



constraiert m&D dann das Dreieck, dessen zn b parallele Seite 
gleich a_, ist, bo ist die Seite auf Oc 

UDd BO fort.*) 

71. Hach der dritten Art (Nr. 68) reducieren sich die Drei- 
ecke der ersten Reihe anf zwei einander gleiche aber verschieden 
gelegene (Fig. 62); bei dem einen liegt die Seite c anf der ersten 



Axe und die Seite b anf der zweiten; bei dem andern dagegen 
liegt die Seite b auf der ersten, die Seite c dagegen anf der 
zweiten Axe. Die Richtnngen der dritten Seiten siad folglich anti- 
paratlel, und parallel zu ihnen lanfen die Seiten der gebrochenen 
Linie, welche zwischen die beiden Axen einzuschreiben ist. Die 
Scheitel dieser gebrochenen Linie bestimmen auf der ersten Axe 
Segmente, die von aas gerechnet die Werthe 

•.■. — •(-)' ».-'(7)' 

beützen, nnd anf der anderen Axe die Segmente 

.,_.4,.. = ..(^)U-«-(7j,..-') 

Anch die Seiten der gebrochenen Linie bilden eine geome- 
trische Progression ; nennt man die erste Seite a', so ist die zweite 
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(^J, di. vierte .■.(ij, 



gert man, dasa das gegebene Segment, das mit f — | niDltipliciert 

werden soll, statt auf der ersten Aze aufgetragen ta werden, 80 
in den Winkel der Axen eingezeichnet werden kann, daes es die 
erste Seite der gebrochenen Linie bildet; die (n-|-i)-te Seite ist 
dann das Resultat der Unltiplication. 

Setzt man die gebrochene Linie im tungekehrten Sinne fort, 
Bo erhftit man die Prodacte des gegebenen Segmentes (a oder a') 
mit den negativen Potenzen 

/b\-* /b\-' 



(r 



des gegebenen Verhältnisses. 

Will man ewüchen zwei aufeinanderfolgenden Seiten der ge- 
brochenen Linie, z.B. zwischen den beiden ersten, welche a' und 

— sind, die Progression fortsetzen, so braucht man nur eine neue 

gebrochene Linie zwischen ihnen zu zeichnen, deren Seiten ab- 
wechselnd den Axen parallel sind j man erhält so eine der vorher- 
gebenden analoge Figur. 

Heisst das Segment der ersten Aze, das zwischen den ersten 
beiden Seiten der ersten gebrochenen Linie eingeschlossen ist, a", 
so sind die Seiten der neuen gebrochenen Linie der Reihe nach 

a",a".-.,a.(-j.a.(J,...*. 

It. Benutzen wir 
endlich die vierte Art 
der Conatmction (Nr. 
69), und nehmen noch 
den Winkel zweier auf- 
einanderfolgender Ra- 
diivectoren alsconstant 
an {Fig.63), so werden 
sämmtUche Dreiecke 
der ersten Reihe ein- 
ander congruent und 
ihre (von verschie- 
denen) Scheitel liegen 
auf zwei concentriscben 
Kreisen hezflglich vom 
Radius b und c. Die 
Dreiecke der zweiten 

•) CoDSiNEEV, a. a. 0; p. 24. — Culmasn, a. a. 0.. S. 1 ;t. 
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Reihe sind alle einander fthnüch, weil jedes denjenigen Shnlieh 
ist, das ihm in der ersten Reihe entspricht; ihre (von verschie- 
denen) Scheitel nnd ihre (0 gegenflberliefenden) Seiten sind die 
Scheitel und Seiten eines polygonalen spiralförmigen Linienznges. 
Die Radiivectoren dieser Spirale, d. h. die Geraden, welche man ron 
Bach den Scheiteln zieht, und die Glieder 



a,a, = a. 



.-©■ 



einer geometrischen Progression nnd kennen anch in entgegen- 
gesetztem Sinne fortgesetzt werden, so dass sie die Prodncte von 

a mit den negativen Potenzen von — geben ; 

'■©-'•••©"-■©"'■•■ 

Anch die Seiten des polygonalen Linienznges bilden eine geome- 
trische Progression mit dem Quotienten — *). 

Ist der constante Win- 
kel der beiden aufeinan- 
derfolgenden Radiivecto- 
ren mit vier Rechten in 

einem commensurabeln 
Verhältniss, das in den 
kleinsten Zahlen ansge- 
drilckt zum Nenner p hat, 
so ftllt der (p 4-1 )-te Ra- 
dius mit dem ersten, der 
(p-|-2)-te mit dem zwei- 
ten zusammen n. s.w. Wenn 
2. B. der gegebene con- 
stante Winkel ein rechter 
wäre**), 80 waren auch 
die Winkel, welche von 
zwei anf einanderfolgenden 
Seiten des Spiralpolygon s 

eingeschlossen werden, -- - - 

sftmmtUch rechte (Fig. 64). 

*| Jaeobr, a.a. 0., 8.20. 

*»» Reuleaux, Der ConsIrucUur, S.Äofl. (Brannschweig, 1869), S.84. 
— K. VON Ott, GrmteUäge des graphischen Rechnens und der graphischen 
Statik (Prag, I87I|, S. 10. 
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13. Man betrachte (Fig. 65) daa Spiralpolygoo ABCDEFG . . ., 
dessen Badiivectoren OA, OB, OC, OD, ... die Producte einea con- 
sttmten Segmentes OA mit der 0., 1., 2., 3 Potenz eines gege- 
benen Verbältnisses — = ^j-r darstellen, und dessen Seiten AB,BC, 
c BA 



CD, ... am Pole ein constanter Winkel gegenüberliegt (Nr. 72). 
Wie schon bemerkt wurde, sinjd alle Elementardreiecke, welche 
zum Scheitel und eine Seite des Polygons zur Grundlinie haben^ 
unter einander ähnlich ; ähnlich sind auch die Figuren, welche man 
erhält, wenn man zwei, drei oder vier .... der genannten Drei- 
ecke verbindet, da sie ans derselben Zahl von ähnlichen und ähn- 
lich gelegenen Dreiecken zusammengesetzt sind. Es sind also die 
Winkel ABO, BCO, CDO, ■ . . eämmtlich einander gleich; ebenso 
die Winkel ACO, BDO, CEO, . . .; die Winkel ÄDO, BEO, CFO, 
. . . . ; n. a. w. Im Allgemeinen sind alle Dreiecke vom Scheitel 
ähnlich, deren Grundlinien Sehnen sind, welche dieselbe Zahl von 
Seiten dea Polygons Überspannen ; diesen Sehnen liegen auch a'm 
Pole gleiche Winkel gegenüber. 

Diese Eigenschaften sind völlig von der Grösse des Winkels 
AGB, der bei der Construction des ersten Elementardrei ecke be- 
liebig gewählt ist, unabhängig; sie können also nicht aufhören 
giltig zu sein, wenn man diesen Winkel unendlich klein voraus- 
aetzt In diesem Falle geht der polygonale Linienzug in eine 
Curve fiber. Aus der Aehnlichkeit der Elementardreiecke haben 
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wir Bchon die Gleichheit der Winkel in den Onindlinien OAB, 
OBG, .... hergeleitet; wird aber der Winicel am Pnnkte un- 
endlich klein, bo wird die Gegenseite des Elementardreieckg tw 
Tangente der Carre ; die erhaltene Carre hat also die Bigenachaft, 
daaa ihre Tangenten (in demselben Sinne verlängert, z. B. in dam d« 
wachsenden Radiivectoren) die Radienrectoren, welche vom Pole 
nach den Berührungspunkten gezogen sind, unter gleichen Win- 
keln schneiden.*) 

In Folge dieser Eigenschaft nennt man diese Cnrve die gleicÜ- 
winklige Spirale. •*) 

34. Da die Figuren, welche von einer gleichen Zahl von 
aufeinanderfolgenden Elementardreiecken gebildet werdoi, unter 
sich ähnlich sind, so werden, wenn wir in der gleichwinkligen 
Spirale die Radienvoctoren OA, OB, OC, .■■ so ziehen, daes die 
von je zwei aufeinanderfolgenden eingeachlosaenen Winkel einander 
gleich sind, die Dreiecke OAB, OBC, OCD, . . . . unter einander 
ähnlich sein; folglich bilden die genannten Radienveotoren eine 
geometrische Progression , d. h. der in die Spirale eingeschriebene 
polygonale Linienzng ABCD ... ist genau derselbe, den man nach 
der Regel der Nr. 72 erhalten würde, wenn man vom Elementar- 
dreieck AOB ausginge. Wenn man also beliebig das Dreieck AOB 
annimmt und den polygonalen Linienzug ABCD .... construiert, 
so sind sftmmtliche S(^eitel desselben Punkte ein und derselben 
gleichwinkligen Spirale mit dem Pole 0. 

Daraus folgt, daas der Pol und twei Punkt« der Curve die 
gleichwinklige Spirale vollständig bestimmen. 

35, Zwei beliebige Funkte 
^B, C der gleichwinkligen Spi- 
' rale (Fig. 66), der Pol , der 
Dnrchschnittepnnkt T der Tan- 
genten in jenen Punkten, und 
der DuTchschnittspnnkt N der 
betreffenden Normalen sind fflnf 
Punkte desselben Kreises, für 
den NT ein Durchmesser ist. 
Hiervon kann man eich leicht 
überzeugen, indem man beach- 
tet, 1. dass der Kreis mit dem 
Durchmesser NT durch die 
Punkte B, C geht, da die Win- 
kel NBT, NCT rechte sind; 

•) COüSiNBBY, a. a. 0., p. 41, 42. — Cclmakh, a. a. 0-, S. 14 u. ff. 
*•( WiTHWORTH, 7Äe equiangvlar Spiral, itt chie/ prinierlia proved 
geometricaUy (Oxford, Cambridge and Dublin Messenger oi Majhematlcs, 
vol. I, Oambrldge, 1S6!), p.S. 
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2. dftBS die Winkel OBT, OCT Supplementwinkel sind, da der 
Winkel, den die Tangente mit dem Radinsvector des Bertthranga- 
ponktea bildet, conatant iat, nnd folglich die vier Punkte OTBC 
dnnaclbefl Kreise angehören. OaranB folgt, dass der Winkel NOT 
ein rechter ist. 

7C Wir ir<rilen jetzt die Punkte B, C hinreichend nahe an- 
nebaen, dasa der twisohen ihnen enthaltene Spiralenhogen dnrch 
einen Kreisbogen ersetzt werden kann. Da dieser Bogen BT nnd 
CT hl den Punkten B, C berährm mnsa, so liegt sein Mittelpunkt 
in N; die Tangenten BT, CT mllaaen gleich sein, nnd folglich wird 
die Sehne BG von der Geraden NT senkrecht halbiert; daran« 
folgt ausserdem noch, dass N, T die Halbler nngspnnkte der Bogen 
BC d« Kreises OBC und, d.h., ON ist die innere and OT ist 
die iaasere Halbiernngalinie des Winkels BOG. Der Punkt N, der 
als Mittelponkt dienen goll, am den fOr den Spiralenhogen zn sab- 
slitniereodeB Bogen BC za beschreiben, kann also aSs Endpukt 
d«B Dnrchmessers des Kreises OBC conatraiert werden, welcher 
auf der Sehne BC senkrecht steht Den Mittelpunkt P des fol- 
ga»den Bogens CD, der der Dorchschnittepunkt der Normalen in 
G und D sein mnss, erhftlt man ala Durchachnittsponkt der Geraden 
CN mit der Geraden, welche die Sehne CD senkrecht halbiert, 
ö4er nüt der äusseren Halbiernngalinie des Winkels COD. Und 
so weiter. 

77. Daraus entnimmt man die Construction der gleichwink- 
lig«]) Spirale mittelst Kreisbogea. Man theile (Fig. 67} den Winkel- 



ranm (vier Rechte) um den Pol in eine gewisse Zahl gleicher 
Theile, hinreichend kiek, da^s der entsprechende Spiralenhogen 
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jedes Theiles dnrch einen Kreisbogen erseUt werden kann. Anf 
zwei aufeinanderfolgenden Eadienvectoren nehme man die Punkte 
A, B an , durch welche die Spirale gehen soll. Der Mittelpunkt 
M des Bogens AB ist dann der Endpunkt desjenigen DarchmeBsers 
des Kreises OAB, welcher auf der Sehne Benkrecht steht. Ei Bei 
N der Paukt, wo BM die äussere Halbienmgslinie des Winkels 
schneidet, der zwischen OB und dem folgenden Badiusvector liegt. 
Aus dem Centium N beschreibe mau den Bogen BC. Analog sei 
P der Punkt, in dem CN die äussere HalbierungBlinie des zwischen 
OC nnd den folgenden Radinsvector liegenden Winkels Bchnetdet; 
mit P als Hittelponkt beschreibt man dann den Bogen CD. und 
80 weiter*). 

78. Statt den Punkt A (ausser nnd B) beliebig anzuneh- 
men, kann man auch den constanten Winkel, den die Tangente 
mit dem Badiusvector macht, als gegeben beb'aehten. In diesem 
Falle ziehe man BS, welche mit OB den gegebenen Winkel bildet, 
nnd es sei 8 der Durchachuittspunkt der Tangente BS mit der 
innem Halbierun^linie des Winkels, welchen OB mit dem vorher- 
gehenden Radiusvector bildet, danu ist der Punkt A durch den 
Durchschnittspunkt dieses Radios mit dem Kreise OBS gegeben. . 
Nachdem dann der Punkt M diraes Kreises gefunden ist, welcher 
dem Punkte S diametral gegenüberliegt, geht man mit der Methode 
weiter vorwärts, die eben auseinandergesetzt ist.**). 

7f. Oftmals jedoch kann man 
sich von der Beschreibung solcher 
Kreisbogen losmachen, und sich 
damit begnQgen, eine Reihe von 
Punkten der Curve zu finden, die 
hinreichend benachbart sind, dasa 
sie unter einander durch eine con- 
tinnirliche Linie verbanden wer- 
den können. Zu diesem Zwecke 
nehme man das Elementardreieck 
OA,B, (Fig. 68), dessen Winkel 
bei sehr klein sei, und con- 
stmiere zwischen den Seiten OA,, 
OB, die gebrochene Lime A,B,C, 
D,E,F,0, ..., deren Seiten ab- 
wechselnd zu A,B, parallel and 
antiparallel sind. Dann nehme man 

anf den Radien OA, OB, OC, OD, OE, OF, , die zwischen sieh 

jedesmal einen Winkel gleidi dem constanten Winkel A,OB, ein- 

*■) Diese Constraction ist mir von Herrn Ingenieur A. Satno an ^e 
Hand gegeben. 

**) Anch diese Conatruction verdankt man Herrn A Satko. 
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BcMiessen, die Punkte A,B, C,D,£,F,.. . in der Art, dasa OA, 
= OA, OB, = OB, OC. -= OC, OD, — OD, OE, — OE . . . . 

81. Ist diese Spirale einmal beschrieben, bo dient sie zur 
LÖBiing der Aafgabe von der WnrzelauBziehang. 

^n verlangt die i-te Wnrzel des gegebenen VerhftltniaseB 

zweier gegebenen Segmente a, a,. Setzt man a; = a . I — j, so 

bandelt ea sich am die Beetlmmnng des VerliältnisseB — . Man 

üebe nach der Spirale (Fig. 69, 
wo i = 5) die Radlivectoren 
a, &!, und tbeile den von ihnen 
eingenommenen Winkel In i 
gleiche Theile. Die i — 1 thei- 
lenden Radiivectoreu a„ a^, . . ,, 
a,_i und dann die Zwischen- 
glieder einer geometrischen Pro- 
greasion von i -|- 1 Gliedern, 
deren erstes a und deren letz- 
tes a| ist. Das VerhaltnisB a, : a 
der beiden ersten Glieder wird 
also das gesuchte Verhältniss 
sein. 

Sl. Zwei Radiivectoren, 
welche einen coostanten Winkel 
einacbliessen , haben ein con- 

stantes Verbfiltnisa. Daraus folgt, dass, wenn man die Summe oder 
Differenz der Winkel nimmt, welche zwei Paar von Radiivectoren 
a, nnd b,, a, nnd b, einscbliessen , der resultierende Winkel von 
zwei Radien ve Ctoren eingeschlossen wird, deren Verhältniss im 
ersten Falle gleich dem Producte, im zweiten gleich dem Quotien- 
ten der Verhältnisse a, : b„ a, : b, ist. Das heisst, die gleichwink- 
lige Spirale leistet im graphischen Calcnl dieselben Dienste, wie 
eine Logarithmentafel beim numerischen Rechnen: die Verbttltnisse 
der Radiivectoren entsprechen den Zahlen, die Winkel den Loga- 
rithmen. Dieser Eigenschaft halber heisst die Cnrve in Rede auch 
logarithmische Spirale. Es versteht sich von selbst, dass 
man, wenn als constanter Nenner dieser Verhältnisse der Radios- 
vector der linearen Einheit gleich genommen wird, die Radiivecto- 
ren selbst statt ihre Verhältnisse znr Einheit betrachten wflrde. 

Wenn man z.B. das Segment x constmieren wollte, welches 
durch die Gleichung 



X = v'Mi ■ ■ ■ *■ 
gegeben ist, go wäre x der Radinavector der Spirale, welcher mit 
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dem Rkdina t einen Winkel gleich dem aritiimetiMhen Mittel der 
Winkel bildet, welche die Radien a„a„..., a. mit demaetbm 
RadinB 1 einschUeBseo. 

82. Handelt es üch jedoch nur nm die Aaeziehung der Qna- 
dratWQnel, bo ist es, statt anf die Spirale tu recnrrieren , viel 
einfacher, ^ch der bekannten Constmctionen der Elementargeometrie 
zu bedienen. Verlangt man n&mlich x ==< y^b , so constmiert man 
X als geometrisches Mittel der Segmente a, b. 

Sind die Segmente auf einer Geraden in demselben Sinne an- 
geordnet OÄ =1= a, OB = b, so ist (Fig. 70) x die Länge der Tan- 



gente OX, welche von ans an einen Kreis gezogen ist, welcher 
dordi Ä und B beschrieben ist; oder (Fig. 70') nachdem der 
Kreis beschrieben ist, dessen Durchmesser das gröSBcre Segment 
OA ist, wird x die Sehne OX sein, deren Projection anf dem 
OnrctuaCBSer das andere Segment b ist. 

Liegen die Segmente OA = a, OB = b 
ebenfalls anf einer Geraden, haben aber 
entgegengesetzten Sinn (Fig. 71), so wird, 
wenn wieder Aber AB ein Halbkreis be- 
schrieben ist, X die Ordinate sein, welche 
im Pnnkte errichtet ist. 

83, Dieselben Zwecke, za denen die 
gleichwinklige Spirale dient, 
kann man anch leicht dnrcli 
eine andere Cnrve erreichen, 
welche man die logarith- 
mische Cnrve nennt. 

Man ziehe (Fig. 72) zwei 
Axen Ox, Oy; auf der ersten 
nehme man vom Anfang 
ans gerechnet die Segmente 

00,01,02,03, 

bezüglich gleich den Gliedern 
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einer geometrischen Progression, deren erstes Glied x^ nnd deren 

Quotient — ist (m >> n vorausgesetzt) ; auf der zweiten Axe nehme 

man gleichzeitig auch von aus gerechnet die Segmente 

00,01,02,03, 

bezüglich gleich den Gliedern 

yo = 0, y, = l, y, = 21, y3==31, .... 
einer arithmetischen Progression mit dem ersten Gliede und der 
Diiferenz 1.*) Die Glieder der beiden Progressionen, welche dem 
Index r entsprechen, sind 

^r = x,^~j, y, — rl; 

daraus ergiebt sich 



■'=^(?)** 



Zwischen jedes Paar von aufeinanderfolgenden Gliedern jeder 
der beiden Progressionen kann man ein neues Glied interpolieren^ 
um dadurch zwei neue Progressionen zu erhalten, in deren ersten 

der Quotient f— j oder ~ — , und die Differenz der letztem -r- ist. 

Dies geschieht, indem man beachtet, dass in jeder geometrischen 
(arithmetischen) Progression ein beliebiges Glied das geometrische 
(arithmetische) Mittel zwischen dem ihm vorhergehenden und fol- 
genden Terme ist. Gonstruieren wir z. B. das geometrische Mittel 
zwischen x,, x^^j und das arithmetische zwischen y^, yr+t, so er- 
halten wir die beiden entsprechenden Glieder 






i (jr + yn-.) « (r + i) 1 
der beiden neuen Progressionen. In diesen kann man analog zwi- 
schen je zwei aufeinanderfolgende Glieder ein Glied interpolie- 
ren, u. s. w. , bis man zu zwei Progressionen gelangt, fEir welche 

der Quotient [—']^ und die Differenz -t so klein sind, als man 

will**). Bezeichnen wir durch x und y zwei entsprechende Glie- 
der, so haben wir stets 

1) . . .. X = Xo (jj^7 



*) In der Reihe der Zahlen anfO^ fällt Null mit dem AnfiADgspnnkte 
isammen, weil To « genommen ist. 
**) i ist die Zahl der aasgeführten Interpolationen. 
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2)..,.y_l-^, 
log- 

WO die Logarithmen in einem beliebigen S^eteme genommen sind. 
Wir wollen die Punkte der Axen 01,0^ entsprechend nennen, 
welche die Endpunkte der entsprechenden Segment« x und 7 sind. 
Durch diese correapondierenden Punkte ziehe man die Parallelen 
an den Axen , d. h. dnrch den Endpunkt von x die Parallele zu 
Oy, und dnrch den Endpunkt von y die Parallele tu Ox. Die ho 
gezogenen Geraden werden sich in einem Punkte H schneiden^ 
X und y hetaaen dann die Coordinaten des Punktes H, und spe* 
eiell Abscisse und Ordinate. Die Gleichung 1) oder 2), welche 
die RelatJon zwischen den Coordinaten des Punktes M auespricht, 
heisst die Oleichnng der Curve, welche der Ort aller zn H ana- 
loger Punkte ist. Diese Gurre nennt man logarithmische 
Cnrve deshalb, weil die Ordinate proportional ist dem Logarith- 
mus einer Zahl, welche der Ahscisse proportional ist. 

g4. Diese Cnrve conetrniert man daher punetweiae in fol- 
gender Art (Fig. 73). Nach Festlegung der beiden Axen Ox, Oy 



(etwa unter rechtem Winkel) nehme man auf Oy ein Segment 
OB — > (2*) ^ i, wo 1 als Llngeneinheit auf Oy angesehen wer- 
den kann ; auf Os dagegen nehme man ein Segment OA ^ (2') 
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= Ig — , WO OO ^i^x, die LftDgeneinbeit deB Hassat&beB auf Ox sein 

kann*), und — die Baals des logarithmischen Systems (die Zahl 10). 

Hau theile OB in 2' gleiche Theite nnd es seien 1, 2, 3, . . ., 
2'~', . . .,2' (= B) die Theilpnnkte. Um die entsprechenden Punkte 
von Ox zu finden, nehme man dae geometrische Mittel zwischen 

Sg nnd X,—; d.h., man beschreibe einen Halbkreis fiber OA ala 

Durchmesser nnd trage anf OA von ans die Länge der Sehne 
auf, welche OO zur Projection hat; wir erhalten so den Punkt 
2'",' von Os, der dem gleichnamigen Punkte von Oy entspricht 
(d. h. dem Halbierungspunkt von OBj. Analog nehme man das 
geometrische Mittel zwischen OO nnd 02'~', nnd das geometrische 
Mittel zwischen 02'~' und OA nnd man erhSlt dann die den Mittel- 
punkten der Segmente 02'~', 2'~'B von Oy entsprechenden Punkte 
von Ox. Und so weiter. 

Nun fQhre man dnrch die Theilpnnkte von Ox Parallele zn 
Oy, und durch die Theilpnnkte von Oy Parallele zn Os; die 
Punkte, in denen sich die durch gleichnamige Punkte gefolirten 
Geraden schneiden, gehören der logarithm Ischen Curre an, die 
man construieren wollte. Da dem Werthe y ^ y^ = der Werth 
X ^ Xg ^ 00 entspricht, so geht die Cnrve durch den Nullpunkt 
der Tbeiinng von Ox. 

SS. Es ist auch sehr leicht, die Tangente der Curve in einem 
beliebigen ihrer Punkte zu construieren (Fig. 74). Es seien M, N 
zwei Punkte der Onrve in geringem Ab- 
stände von einander; MP, NQ parallel xn 
Ox, MR parallel zu Oy, und T der Punkt, 
in welchem Oy von der Sehne MN ge- 
schnitten wird. Die ähnlichen Dreiecke 
TPM,MRN geben: 

TP : MP = MR : NR, 
oder auch 

TP : MP = OQ — OP : NQ — MP. 

Setzt man OP = y, PQ = h, so und MP, NQ die den Ordi- 
naten y, y -|- h entsprechenden Abecissen x, und folglich 

MP-.(B)i.,^..(;)^. 

*) Da die X viel schneller wsohsen als die y, so kann man, um die 
C(»Btroetion zwisohen beiohrSnkteD Rrensen zu hidten, die Euriieit z* 

viel kleiner als I nehmen , z. B.: Zg — ^ I. 
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also TP = )P^ = 1 ; - 



("j 



©' -©^ (")T- 



Setzen wir jetzt vorans, dasB der Pnnkt N sich dem Punkte 
H immer mehr nnd mehr nähere , d. h. , dass h gegen Null con- 
vergiert, so wird die NMT sich ebenfalls immer mehr nnd mehr 
der Lage der Tangente in M nähern, und das Segment TP^ Pro- 
jection von TM auf Oy, geht in dasjenige über, was man Sub- 
tangente zu nennen pflegt. Die Grenze aber*), welcher der 
Bruch * 

hi 
1 
zustrebt, wenn h gegen Null convergiert, ist der natüriiche Loga- 
rithmus von — , den wir mit / — bezeichnen wollen : als Grenze 

n' n ' 

erhalten wir also 

TP = — , 

n 

d. h. , die Snbtangente ist ftlr sämmtliche Punkte der Curve con- 
stant»*). 

Daraus folgt, dass sich sämmtliche Tangenten in den verscMe- 
denen Punkten der Curve unmittelbar ziehen lassen, sobald man 
nur die Tangente in einem Punkte construiert hat. 

M. Nachdem so die logarithmische Curve construiert ist, 
huBsen sich mit derselben sämmtliche Probleme lösen, zu denen die 
gewöhnlichen Logarithmentafeln dienen. Man soll z. B. die r-te 
Wurzel des Verhältnisses zweier Geraden p, q construieren. Man 
nehme auf Ox die Abscissen x' = p, x" == q, und suche mit Hülfe 
der Curve die entsprechenden Ordinaten y', y". Die der Ordinate 

7 (y' - y") 

entsprechende Abscisse hat dann den Werth: 

r 

P 

q 



Xo 



*) Baltzeb, Elemente der Mathematik I, 4. Aufl. (Leipzig, t872), S. 200. 
**) Salmon, Higher plane curves, 2d ed. (Dublin, 1873), num. 314. 
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lUs saehe zweitens die r-te Wtirsel dei Produktes d«r r Oe- 
raden p„ p„ . . ., p,. Uin nehme xat Ox di« Abscisseo x, >» p„ 
X, =3 p,, X, -»p^, ., ., X, ^p, nnd bestimme die entapraebenden 
Ordinaten 7,, 7,, 7,, . ■ ., 7,; daBH ist die der Ordinste 

7 (y, + y. + ■ • ■ + yr) 

entsprechende Abscisse x ^nan gleich dem gesuchten Werthe 
KP.-P. ■■■Pr- 
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GLEICHUNGEN.') 

S7. Es seien ftg, a„ a„ . . ., a. n + 1 der Gr^e nnd dem 
Zeichen nach gegebene Zahlen, nnd man constrniere (Fig. 75) einen 
pol7gonalen rechtwinkligen Liniensng, 
dessen aufeinanderfolgende Seiten Ol, 12, 
23, . . . ihrer Länge nach den gegebenen 
Zahlen proportional sind. Was den Sinn 
jeder Seite betrifft, halten wir nns an 
folgendes Gesetz: die r-te nnd lr-f-2)-te 
Seite, die unter einander parallel sind, 
haben denselben oder entgegengesetzten 
Sinn, jenachdem die Zeichen der Zahlen 
«,^„ a^^,, die diesen Seiten proportional 
sind, ungleich oder gleich sind.**) 

*) LiLL, Resolution graphique des eqvatim 
quelconque ä une meonnue (NoavelleB Annales di 
t.6, Pans. 1867), p- 3&9. 

**) Om mit mCglichster Pritoision den Rinn jeder Seite der gebroche- 
neu Linie zu fixiereD, dient folgende Beatimmans. Man nehme zwei senk- 
rechte Aseo XOX.YOY und beBtimme für jede derselben den positiven 
Sinn; dann wollen wir festsetzen, dasa wir der Zahl, welche die Länge 
täam Segmentes ausdruckt, den Coeffioienten -f- 1 oder — I geben, je- 
nachdem es die positive oder negative Biohtang von XOX hat, nnd den 
Coeffieienten + [oder — i (wo t^^f/ — \, d. h, i' = — 1), jenschdem das 
Segment die positive oder negative lUchtauK von YOx besitzt. Nun 
bilde man einen Linienzng, dessen aufeinanderfolgende Seiten 
01, 12, 23, 34, 45, 56, .... 

finch Sg, ia,, i^a^, i>a,, i'a,, i'a,, , 
.b. gleich a^, la,, — a^, — ia,, a^, ia„ 

tinä, so dass also die Ite, 3te, 5te ... Seite der XOX parallel sein wer- 
den, nnd die andern zu YOY ; ausserdem haben zwei parallele Selten, die 
nur dnrch eine anf beiden senkrechte Seite geschieden werden, gleichen 
oder entgegengesetzten Sinn, Jenachdem die entsprechenden Zahlen a ent- 
gegengesetzte oder dieselben Zeichen haben. 
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Naehdem man hierauf auf der Geraden 12 einen Punkt A^ 
fixiert hat) nehme man OA als* erste Seite eines zweiten recht- 
winkligen Ldnienzuges Ton n Seiten^ dessen Scheitel A^^ A,, A3; . . . 
der Reihe nach in die Seiten 12, 23^ 34, . . . des ersten Linien- 
zuges fallen. 

Die Dreiecke OlA,, Aj2A2, A^dA^y K^^*} ••• ^^^ sämmtlich 
einander ähnlich, und geben also 

A,i"a,2 A33 ~ A,4 "••••" A„.n' 

und hieraus erhält man, unter Beachtung der Identitäten, 

01=ao, A,2 — A,l+a„ 

12 = a„ A,3==A,2 + a„ 

. 23 = a„ A34^A33 + a3, 



n — 1 . n = an_„ A^ . n + 1 = A^ . n+a„ 
n . n + 1 = a„. 



und 

A,l 



= X, also Aj 1 = a^,x 



Ol 
gesetzt, nach und nach: 

Aj2 = a^x + a„ 

Aj2 = a^x* + A,x, 

Aj3 = a^x* + a,x + a„ 

A33 = a^x» + a,x* + aj.x. 



An . n = a^x° + a^x"-' + . . . -j- a„_,x, 

A„ .n+1 =aoX" + a,x»-» + ... + att-iX + a„, # 

also hat das Segment Aq . n -|- 1 , welches zwischen dem Endpunkt 
des ersten und zweiten polygonalen Linienzuges eingeschlossen ist, 
den Werth, welchen das Polynom 

F(x) == a^x» + a^x»-* + + a„ 

annimmt, wenn man für x das Verhältniss des Segmentes A^l zu 
dem Segmente Ol oder a^ einsetzt. Hält man a^ als positiv fest, 
so sind die Zeichen von x und a^ gleich oder entgegengesetzt, je- 
nachdem A^l, 12 denselben oder entgegengesetzten Sinn haben. 

Fallen die Endpunkte der beiden Linienzttge zusammen, so ist 
identisch F(x)5»0; dann heisst x eine Wurzel der. Gleichung 
F(z) SS 0. Die reellen Wurzeln der Gleichung F(z) ==» sind also 
die Verhältnisse Ajl:01, welche solchen rechtwinkligen einge- 
schriebenen Linienzügen entsprechen, deren Endpunkte mit dem 

Punkte n+l zusammenfallen. 

Auf Grund dieser Eigenschaft kann man sagen, der Linien- 
zug 0123 . . . n+l repräsentiere das ganze Polynom 

F(z). 
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88. Beschreibt man dem ersten Linienznge einen neuen recht- 
winkligen Linienzng OB^B^ . • . . Bq ein, so hat man, wenn man 
das Verhältniss B^l :0I durch y bezeichnet, analog 

B„ . n— 1 = f(y) = a,y» + aj»-* + » • . + a.. 
Für die Coefficienten a setze man ihre Werthe 
a, =01, 

aj =« 12 = A,2 — Ajl = Aj2 — 01.x, 
a, = 23 = AjS — A22 = Aj3 — A,2 . x, 
a3 «= 34 =* A34 — A33 = A34 — A^Z . X, 



an-, ==n — 1 .n = An_,.n — An_j.n — 1 =An_,.n — Ab-^.u — 1 .x, 

a^ = n . n+1 = A„ . n+l — A^ . n = An . n-f-1 — An-, . n . x, 
und man erhält: 

Bn . n+T = Ol . y«» + (A,2 — 01.x) y^-' 

+ (A,3— A,2.x)y»-* 



Es ist aber 



+ (An-jn — An_jn— 1 . x) y 

+ Ann+l — A„_,n .x 
== (y-x) [Ol . y"-' + A,2 . y»-^ + A,3 . y«»-» + . . . 

. . . . + An-iu] + An . n+1. 



Bn . n+1 — A„ . n+1 = BnAn, 



B.l— A,l B.A, 

und y — X = — — == ' * 

^ Ol Ol ' 

folglich ist 

^^ • ix '^ ^^ • ^""' + ^'^ • y""' + ^^^ • y"'' + • • • + An-,n. 

Dieses Resultat lässt sich folgendermassen aussprechen (Fig. 76, 
a. f. 8., wo n = 6 ist) : 

In einem rechtwinkligen Linienzug von n-f-l 
Seiten 0123.. ..n+l seien zwei rechtwinklige 
Linienzüge Ton n Seiten OA^A^ . • . Aq, OB^B^ . . . Bq* 
eingeschrieben; dann bilde man einen neuen 
rechtwinkligen Linienzug 012'3'...n' Ton n Sei- 
ten, welche der Reihe nach den Seiten des er- 
sten Linienzuges parallel sind und gleich Ol, 
A,2, A23, . . ., An., n. In diesen beschreibe man den 
rechtwinkligen Linienzug von n — 1 Seiten OBjB^', 
...B'n-i, welcher mit dem schon beschriebenen 
Linienzug 0BjB2...Bn die Seite OB^ gemein hat, 
dann istf 

B'n-in' BpAp 

Ol "BjA/ 
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d.h., das Segment B',_,ii' iit das Reanitat der 
Diviiion von F(y) — F|x| durch y — i. Dari« b«- 
dentet F das durch den enten Liuisnzsg 
0123. .n + 1 dargeatelUe PolyBom, und x nnd y 
Bind die VerhältniBBe A,1:0I; U,l:Ol. 



Oder auch mit andern Worten: 

Der Liniensng 012'3'...tt' stellt das Polynom 

F (g) — F(x>, 

E X 

dar oder das Polynom F|z) :(z — s), im Falle x eine 
Wurzel der Gleichung P{z) = <i ist. 
89. Die Bchon oben betrachteten Ähnlichen Dreiecke geben 
f . Ol ^ A,2_ ^ A,3 _ A,4 _ A.-,n 

"™*''' OA, ™ A,A, "^ A.Aj ~ A^, ~ A.-,A,' 

und folglich lässt sich die Gleichung auch, wie folgt, schreiben: 
OA, . 5!^ = 0A,.y— '+A,A,.y— '+A,A,.y-'4-...+A._.A.. 

Das Resultat lässt sich folgend ermassen interpretäeren (Fig. 77) : 
In den rechtwinkligen Linienzng von n-|-l Sei- 
ten 0123 ... n + 1 (Pig. 77, wo n = 6) beschreibe 
man die beiden nenen rechtwinkligen Linien- 

zflge von n Seiten OA,A, A., OB,B, ...B,, und 

beschreibe in den ersten derselben einen recht- 
winkligen LinienzQg von n — 1 Seiten OC,C. . . . 
...C._,, wo 

C,A, _^ ^ B,l 

OA, ~ y ~ Ol 
ist, dann ist 

B„A„ _ C.-,A. . 

B.A, ~ OA, ' 
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dfts betsst, Co-,A, Ut auch gleich dem Quo 
tienten 

F(y)-F(i) ^ 

■ y— I 

OA 
^«doch mit — ^ mDitipliciert. 



Hit andern Worten: 

Redn eiert man die Längen im VerhältnisB OA,.: Ol, 
Bo stellt der Linienzug Oi,A,...AB dag Polynom 

F(z) — F(i) 

Z X 

oder das Polynom F(z) : (z — x) dar, wenn im letz- 
tern Falle s eineWnrzel der Gleichung F(z)^0 
ist. 
Jeder rechtwinklige Linienzug von n Seiten, der dem gege- 
denen Liuienzuge eingeschrieben ist, und mit demselben die End- 
dunkte gemein bat, ist also ein aufldsender Linienzug in Bezug 
auf den gegebenen, weil er den Quotienten darstellt, welcher durch 
Diriwon des Polynoms, das der gegebene Linienzag repräsentiert, 
burch einen seiner linearen Factoren entsteht. 

H. Es sei das ganze Polynom n-ten Grades F(z) wieder 
dargestellt durch den Linienzug 0123 . . . n-(-l. In dasselbe mögen 
(Fig. 78 a. f. 8.) die beiden Linienzüge OA,A, . . A„, OB,B, . . B, ein- 
geschrieben sein. Wir wollen annehmen , dass die Punkte A„ B„ 
beide mit dem Bndpunkte n^-l des gegebenen Linienzuges zusam- 
menfallen; d.h., es seien OA,Ä, . . ., OBiB, . . . zwei auflösende 
Llnienzflge des gegebenen Linienzuges. Es seien ferner L„ L,, . . ,, 
L,_, die Dnrcbschnittspnnkte der Seitenpaare A,A,, B^B,; A,A„ 

B,B,; ; A„_j A„_„Bb_,B,-,. Dann sind die Dreiecke OA,B„ 

CremoM, Cilsiil. 5 
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L,A,B, ähnlich, da ihre entsprecheDden. Seiten anfeinander senk- 
recht stehen; aus demselben Orande sind die Dreiecke A,B,L„ 
A,B,L, ähnlich , &l8o sind xocli die Vierecke OA,B,L„ L,A,B,L, 



ihnlicb, woraus folgt, dass die Seiten OL,,L,L, aafeioander senk- 
recht stehen. Anf dieselbe Weise kann man zeigen, dus die 
Winkel LiLjLjjLjLjL,,.. . ,,L„_3L„_jn4-l rechte sind. 

Folglich bilden die Punkte OL,L, . . . Lo-gii-f-l die Scheitel 
eines Linienzugea von n — 1 Seiten, welcher rechtwinklig ist, and 
sowohl in den Linienzug OÄ,Aj.., wie in den andern OB,Bj... 
eingeschrieben ist; das heisst, OL,L, . . . ist ein auflösender Linien- 
zng in Betreff jedes der beiden Linienzflge OA,Ä, . . ., OB,Bj . . . 
Hit andern Worten, rednciert man die Längen im Verhältniss 

-— i) so stellt der Linienzug OL,Lj . , . L,_j das Polynom (n — 2)ten 
Grades 



(z— X) (z— y) 
dar, wo x = 0A,:01, y = 0B,:01 ist. 

91. £s sei die Gleichung des 2-ten Grades 
a,i» + a,x + »j = 
gegeben. 

Nachdem man den Linienzng 0123 (Fig. 79) construiert hat, 
dessen Seiten Ol, 12, 23 die Coefficienten a^, a„ a, darstellen, gentigt 
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es, am eine Wnrzel za finden, einen rechten Winkel zu constrnie- 
ren, dessen Scheitel A auf 12 t&Wt, und dessen Schenkel durch 
0,3 gehen. Wir beschreiben also den Halb- 
kreis über 03 als DurcbmesBer ; schneidet die- 
ser 12 in den beiden Punkten AnA^, so sind 

n Gleichung. 

Nach bekannten Eigenschaftea des Kreises 
hat man: 

Ajl == 2A„ 
nnd folglich ist 

A,l + Ä,l = 2A, + A,t = 2t, 
oder auch ^ 

A,l + A^ l _ _ a, 

dae heisst, die Summe der Wuneln ist '■• 

Ferner geben die ähnlichen Dreiecke Ö1A„ A,23 
Ol :A,1 = A,2:32, 
oder auch 

a^,: A,l = — Ä,l : — aj, 
folglich ist: 

A,l . A,l _a, 

d.h., das Produkt der Wurzeln ist gleich — • 

Auf daB Torstehende Theorem (Nr. 8S) geatutst hat Lill einen 
einfachen Apparat ersonnen, der den Zweck hat, die Wurzeln einer 
gegebenen numerischen Gleichung zu bestimmen. Der Apparat be- 
steht in einer kreisförmigen Scheibe, welche von Holz sein kann, 
nnd völlig eben sein musa; auf dieselbe ist ein carriertes Papier 
geklebt. Im Centrum der Scheibe, das fest bleiben muss, steht 
ein Zapfen, um welchen eine andere Scheibe von gleichem Durch- 
messer ans geschliffenem Glase sich drehen kann. Da das Glas 
durchsichtig ist, so kann man mit Hilfe des oarrierten Pspierblattes 
auf der untern Scheibe unmittelbar auf ihm den der vorgelegten 
Clpichung entsprechenden Linienzug verzeichnen. Lftsst man dann 
die Glasplatte sich drehen, so unterstfitzt das carrierte Papier das 
Auge um den Linienzug zu finden, welcher eine Wurzel bestimmt. 
Eine Theilung des Umfanges der carrierten Scheibe läset aus der 
Abweichung der ersten Seite des ersten Linienzuges von der ersten 
Seite des zweiten unmittelbar auf die Grösse der Wnrzel schliessen. 
Zq diesem Endzweck muss die erste Seite des der Gleichung ent- 
sprechenden Linienzuges gegen den Nullpunkt der Theilung ge- 
richtet werden. 
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VU. VERWANDLUNG EBENER FIGUREN.*) 

92. Eine gegebene Fignr auf eiae gegebene Basis b redu- 
cleren heisst, diese Figur in ein Rechteck verwandeln, dessen Basis 
b ist, oder ancli eine Gerade f bestimmen, welche mit b maltipli- 
ciert den Flächeninhalt der gegebenen Figur liefert. Statt ein 
Rechteck mit der Gmndlinie b zn constraieren , kann man anch 
ein Dreieck von der Basis 2b beschreiben; die Hohe dieses Drei- 
eclts ist dann die Gerade f. Das Segment b heisst Bedactions- 
basia. 

Bednciert man mehrere Figuren anf dieselbe Basis b, so sind 

die entsprechenden Geraden f,, f den FlächeninlialteD jener 

proportional ; daraus folgt, dass die Rednction einer Fignr anf eine 
gegebene Basis dasselbe ist mit der Bestimmung des Flächeninhalts 
der Figor. 

Die gegebene Figur sei das Dreieck OAB (Fig. SO), dessen 
Basis OA durch a, und dessen Höbe durch h bezeichnet werde. 
Da durch die Verwandlung der Flächeninhalt unverändert bleiben 
mnsB, 80 haben wir fb =» iah, nnd folglich 

f_a.- = h.-Ü-, 
"2b 2b 

das heisst, es handelt sich nm die 
Multiplication von a mit dem Yer- 
bältnias h : 2b, oder auch von h 
mit dem Verhältniss a : 2b. 

Folglieh nehme man 00 =2b, 
verbinde C mit B nnd ziehe AD 
parallel zn CB. 
Oder auch, man nehme anf OB den Punkt D, dessen Abstand 
von OA —I 2b ist, ziehe DA und BC dazu parallel. 

Zieht man CD , so sind die Dreiecke OAB, ÖGD Äquivalent, 
weil man sie erhält, indem man ein nnd demselben Dreiecke OAD 
die äqnivalen'en Dreiecke ADB, ADO hinzufügt oder von ihm weg- 
nimmt (jenachdem nämlich OC grösser oder kleiner als OA ist). 
Das gesuchte Segment f ist daher bei der ersten .Constructlon die 
HShe des Punktes D Über OC, in der zweiten die Länge von OC. 
93. Es ist nicht nOthig, dass eine 

Ider Längen 2b, f in eine Seite des ge- 
gebenen Dreiecks l^Llt. Man kann als 
doppelte Basis 2b eine Gerade BC (Fig. 8 1 ) 
nehmen, die vom Scheitel B nach der 
Gegenseite OA gezogen ist, wenn nur 2b 
nicht kleiner ist, als der Abstand von 
B nach OA; dann ist die entsprechende 

*) Cdlmasn, a. a. 0., Nr. 5. 
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Höhe f die Gerade OD, Äntiprojection von OA auf BC. Oder 
man kann, venn 2b nicht grÖBBer als OA ist, als doppelte Baaia 
2b die Gerade OD nefameo, die Sehne des Halbkreisea vom Durch- 
messer OA. In di^em Falle ist die zq der Snpplementarsehne 
DA Parallele BC die geanchte Höhe f. 

»4. Man soll das Viereck ABCD auf 

die Ba^s b reducieren (Fig. 82). Zieht 
man CO parallel zn der Diagonale BD, 
Bo verwandelt sich das Viereck io dae 
Dreieck OAB; darauf geht man in der 
eben beschriebenen Art weiter vor, d. h. 
z. B. nachdem man BC = 2b gezogen hat, 
so ist die Antiprojectioa OD' von OA auf 
BC die gesnchte Länge f. 

tS. Man kann die Rednction auch 
ausfuhren, ohne das gegebene Viereck 
ABCO vorher in ein Dreieck zu verwan- 
deln. Man nehme die Diagonale OB 
(Fig. 83, 84, 85, 86), die nicht klei- 
ner als 2b Toranggesetzt wird, als 
H^rpotennse nnd constmiere das 
rechtwinklige Dreieck ODB, dessen 
Kathete BD = 2b ist. Man proji- 
ciere mittelst zq OB paralleler Strah- 
len die Punkte A, C als A', C anf 
die andere Kathete, dann sind die 
Dreiecke OCB, OBA ftqnivalent zu 
den beiden OCB, OFA; aber in 
diesen ist der Abstand der Basis 
OC oder Ä'O vom gegCDüberlie- 
genden Scheitel gleich 2b, folglich 
ist die gesnchte Länge f für das 
Viereck gleich OC + A'O = A'C. 
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In dem überschlagenen Viereck (Nr. 17) in Fig. 87 fallen, 
wenn AC parallel BO iat, die Pnnkte Ä', C znaammeti, nnd folg- 
lich i8t,f=0. In der That ist in diesem 
Falle der Flächeninhalt ABCO gleich der Snmme 
zweier Dreiecke UÄB, UOC, die einander gleich 
Bind, aber von verBchiedenem Zeichen. 

M. Die LSnge f tat soeh gleich dem 
Segment, welches durch die Geraden AA', CC 
auf der Geraden bcBtimmt wird, die durch A 
oder C parallel zn A'C getogen ist. 

97. Die vorhergehende Conetruction aetzt 
2b nicht grösser als die gritsste Diagonale OB 
des Vierecks vorans. Ist 2b ^ OB, so kann man die L&ngeu 2b 
nnd f unter einander vertauschen. Man zieht nämlich AE parallel 
za OB und mache CB=<=2b; dann construiere man übet der 
Hj'pQtfinnee OB ein rechtwinkliges Dreieck 0D6, dessen zn OD 
parallele Kathete gleich CE ist, dann ist die andere Kathete BD ~i f. 
9S. Um ein Polygon auf eine gegebene Basis zu reducieren, 
der Umfang mag verschlungen aetn oder nicht, b^nnt man mit 
der Verwandlung desselben in ein äquivalentes Viereck. Dann 
wendet man auf das Viereck die oben gegebene Gonstrnction an, 
um das Segment f zn erhalten, welches mit der Bads b mnltipli* 
eiert den Flächeninhalt des gegebenen Polygone liefert 

Das gegebene Polygon sei 0123456780 (Fig. 8S). Indem man 

die Gerade 87' parallel zur Diagonale 07, 

V n T'6' „ „ „06, 

■) n 6'5' r » B 05, 

5'4' n r „04, 

4'3' „ B « 03 

zieht, so verwandelt sich das 

i Polygon nach und nach in die 

äquivalenten Polygone 

01234567', 0123456', 012345', 

01234', 0123', welche immer 

eine Seite nach der andern 

' weniger haben*). Am Ende 

gelangt man zn dem Viereck 

0123'. 

•9. Bei dieser Conatrn- 

ction sind die neuen Seiten 07', 

06', 05', ... der transformierten 

Polygone Strahlen, welche von dem festen Scheitel anegehen. 

*l Die Dreiecke OTS, 077' sind äqm'valeDt, weil die Geraden 07, 87' 
parallel sind ; nimmt man düs erste Dreieck von dem gegebenen Polygon 
weg, und lefct das zweite wieder hinzu, so erhält man dt>3 neue Polygon 
0123456T. Und so weiter. 
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Uaa kann aber anch in der Art vorgehen, du« g&mmtliche neue 
Scheitel T, 6', 5', . . . «nf eine feste Seite fallen. 

Haben wir z. B. (Fig. 89) den Linienzag AabcdeCO 12345 nnd 
sieben 

ir parallel zn 20 \ 

22' „ „ sr 

33' „ „ 42' L bis sie die feste Seite OC schneiden, 



80 beatinimt man die Gerade AD, welche für die gebrochene Linie 
A543210 substituiert werden kann. Denn, da 1 1', 20 parallel sind, 
so amd die Dreiecke 120, I'20 äquivalent, und indem man das 
erste wegnimmt, nnd das zweite dem gegebenen Polygon liinzufagt, 
verwandelt sich dieees in AabcdeCr2345. Ebenao verwandelt sieh 
wegen Aeqnivalenz der Dreiecke 123, r2'3 das letztere Polygon 
in AabcdeC2'345, und so fortfahrend gelangt man zn dem Linien- 
eng AabcdeCD, 

Um eine ähnliche Verwandlung fSx die gebrochene Linie 
AabcdeC zn bewerkstelligen, ziehen wir 

bb' parallel zu ca i 

^3, " " , / , bis sie die feste Seite Aa schneiden, 

da „ „ ec I ' ' 

eB , „ Cd'l 
dann ist das ganze Polygon AabcdeCD anf das äquivalente Viereck 
ABCD reduciert. 

IM. Diese Methode ist die leichteste und bequemate, um den 
Flächeninhalt von Figuren zu erhalten, deren Perimeter in den 
verschiedensten Formen verlaufen. Mit ein wenig Uebung leint 
man die Verwandlung rein mechanisch machen, und ohne irgend 
welche Rücksicht auf die Form des gegebenen Linienzages zu 
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nehmen. Diese Gonatmctionen erlauben ausserdem den Zeichen 
Rechnung zo tragen, so dass, wenn man mit Flächeninhalten von 
verschiedenem Zeichen zn thnn hat, dag Resultat ohne Weiteres 
das Zeichen angiebt, dag ihm zukommt.*] 

Man habe z. B. den verschlungenen Linienzng{Fig. 90) ABCO 1 234, 
welche den Qoerschnitt einer aurgetragenen und aasgegrabenen 
Erdmasse darstellt. Ziehen wir 

11' parallel zu 20, 
22' , ,31', 

33' n »42', 

4D „ „ A3', 

bis sie die Seite CO schnei- 
den, so hat man das ge- 
gebene Polygon in das 
Äquivalente Viereck ABCD 
verwandelt, das also die 
Differenz zwischen der 
Fläche ABCI4 der aufge- 
tragenen und der FlSdie 10123 der ausgegrabenen Hasse darstellt, 
die verschiedene Zeichen besitzen. Der Linienzug ABCD hat mit dem 
Linienzug ABCI4 oder dem Linienzug 10123 gleiche Zeichen, jenach- 
dem die aufgetragene oder die ausgegrabene Masse grösser ist.**) 
MI. Kreisfignren. — Ein Kreissector (Fig. 91) GAB ist 
einem Dreieck OAC äquivalent, dessen Scheitel der Punkt und des- 
sen Basis ein Abschnitt AG der Tangente gleich 
Idem Bogen AB ist. Um (annähernd) den Bogen 
AB auf der Tangente abzuwickeln, nehme man 
zunächst einen kleinen Bogen o, der mit einem 
verschwindend kleinen Fehler durch seine Sehne 
a ersetzt werden kann. Man trage die Sehne 
a vom Endpunkte B ausgehend auf dem ge- 
gebenen Bogen ab, nnd wiederhole dies, so 
oft es möglich ist, bia man auf den Punkt A 
oder einen sehr nahen Punkt A' trifft. Dann von A' ausgehend 
trägt man dieselbe Anzahl mal die Sehne a auf die Tangente 
AC ab.***) 

Der Kreissector GAB ist nun dem geradlinigen Dreiecke OAC 
äquivalent. Das Kreissegment AB (d. h. die Fläche zwischen der 
Sehne und dem Bogen AB| ist die Differenz der Dreiecke OAC, 
OAB, und ist also dem flberachUgenen Viereck GBAO äquivalent. 

♦) CULMANN, a. a. 0., S. 2S. 

") CULMANN, fl, a. O-r S. 29. 

*•*) CuLM-VNN, a. a. 0; S. 37. In einer Bemerkung am Ende dieses 
Büchleins sehe msn eine Regel von Rankine , nm mit Annähemog die 
Kreisbogen zu rectificieren , und einen Brief des Prof. Sayno über den- 
selben Oegenetand. 
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lf2. Es JBt nicht nolhwendig, dasB die TangeDte, auf welcher 
man den Bogen abwickelt, durch einen Endpnnkt des Bogens geben 
niDBB; Bie kann im Gegentbeil in einem 
belieliigen andern Punkte T (Fig. 92) be- 
rühren. Dann wickelt man den Bogen 
AT auf CT ond BT auf DT ab. Der 
Sector OAB verwandelt sieb in das Drei- 
eck OCD und daB Kreissegment AB ist 
der Differenz OCD — OAB, d. h. der ver- 
schlungenen Figur OCDOBÄO gleich, 
welche als ein Sechaeck aufzufassen ist, 
von welchem zwei Eckpunkte in ver- 
einigt sind (Fig. 93). Zieht man OB', CA' 
bezüglich parallel zu AC, BC, 80 aiod 
dadurch die Dreiecke OAC, OBD in die 
andern B'AC, A'BD transformiert, and das 
Kreissegment ist dem Viereck A'B'CD 
äquivalent. 

ItS. Beispiel. — Die zu verwan- 
delnde Figur sei das gemiachtlinige Vier- 
eck ACD3, das zwischen den nicht con- 
centriscben Kreisbogen AC, 3D 
und den Geraden CD, A3 ent- 
halten ist (Fig. 94). Die Mittel- 
punkte der beiden Kreise seien 
0, 1 ; die gegebene Fignr ist 
dann gleich dem Sector OAG 
minuB dem Sector 13D und dem 
Viereck OAIC. Indem man die 
beiden Bogen auf den entspre- 
chenden Anfangstangenten Ab, 32 
abwickelt, verwandeln sich die 
KreisBectoren in die Dreiecke 

OAB, 132, und folglich ist die gegebene Figur gleich dem Drei- 
ecke OAB miuuB der Flüche OA321C0, das heiBBt gleich dem ver- 
schlungenen Polygon A60C123A. Zieht man 

11' parallel zu 2C, 

22' , n 31', 

3C' „ „ A2', 

bis sie die feste Seite OC schneiden , bo verwandelt eich dieses 
Polygon in das überschlagene Viereck ABOC. Die FlÄche b . f 
dieses Vierecks findet man dann in gewohnter Weise. Man con- 
Btrniert nämlich Aber der Diagonale AO als Hypotenuse ein recht- 
winkliges Dreieck, dessen eine Kathete AE = 2b ist; die Länge f 
ist dann der parallel zur zweiten Kathete gemessene Abstand des 
Punktes B von der darch C gehenden Parallele zu AO. 
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It4. Als anderes Beispiel iroUeB irir die Flicbe der f^g. 95 
bestimmen, welche den Dnrchschnitt etnee sogenannten V-förmigen 



Eisens darstellt, und die besteht: I. Aus einer Mondförmigen FISche 
AEA'F, be^enzt von zwei Kreisbogen, der eine vom Centntm U, der 
andere vom Centrum 0; 2. Einer Krone CBFBC zwischen zwei 
concentrischen Kreisbogen BB', CC vom Centrum eingeschlossen ; 
ond 3. zwei geradlinigen gleichen Theilen*) BCJIH, B'lJjTH' aym- 
metrisch in Bezug auf die Gerade OUFE, welche fiberhaupt fllr 
die ganze Figur Symmetralaxe ist. 

Der Mond ist gleich dem Sector UAEA' plus dem Viereck 
OAÜA' minus dem Sector OAFA', ä. h. er ist gleich der Summe 
CAEA' + OAUA' -\~ AOA'F. Nach Transformation der genannten 
fiectoren in die Dreiecke UAD, OAG (wo AD, AG die abgewickel- 
ten Bogen AEA', AFA' auf den betreffenden Anfangstangenten be- 
deuten) ist der Hond gleich der Summe UAD -|- OAUA' + AOG, 
«der auch, wenn wir diese drei Linienzttge hintereinander durch- 
laufen, als ob sie einen Linienzug bildeten, gleich dem Fl&cben- 
inhalte des Linienzugeg ADUA'OAOGA. Dabei kann man dem 
Theil OA, der zweimal in entgegengesetztem Sinne dnrohlaufen ist, 
weglassen (Nr. 22), und folglich ist der Hond dem verschlungenen 
Sechseck ADUA'OGA äquivalent. 

Die Krone betrachtet man als Differenz der Sectoren OBB', 
OCC. Nach Abwickelung der Bogen auf den Hitteltangenten PP, 
QQ' wird die Krone, da die Geraden PQ,P'Q' durch geben, 
gleich dem Trapez PP'Q'Q, welches die Differenz der beideu Drei- 
ecke OFF, OQ'Q ist, welche deo genannten Secloren äquivalent 
«ind. 



VII. VEBWANDLOKO EBEKEB PiaUBEK. 75 

Wenn wir nun daB Sechseck ADUA'OG, das Trapez PFQ'Q 
und das Fünfeck BCIIH auf die Basis b reduoieren und als ent- 
sprechende Masse f, f„ f^ finden, so ist b (f + f, -f- f,) der FlScben- 
inhaU der gegebenen Fignr.*) 

Oder man betrachtet die Figur g^eben als Ag^egat von 
Dreiecken und Trapezen in folgender Weise 

UÄD + 20ÄÜ — OAG + OPP' — OQQ' + 2BCKH + 2CJIH. 
wo CK parallel zu BH, JI gezogen ist. Man betrachtet die Fliehen 
dieser dreieckigen und Trapeztheile als Producte zweier Factoren 



and rednciert diese Frodncte auf die Basis b mittelst des Maltipli- 
cationspolygons (Fig. 95'), Es versteht sich von selbst, dass für 
jede zn subtrahierende Fläche einer der Factoren negativ genom- 
men werden muea. 

IIS. Erammlinige Figuren im Allgemeinen*). — Es ist eine 
bekannte Eigenschaft der Parabel, dasB ein parabolisches Segment 
(Fig. 96) 4 des Dreiecks äquivalent ist, dessen Basis die Sehne 
der Parabel ist, welche die Grundlinie des Segmentes ist, und 
dessen Scheitel der Punkt des Bogens ist, wo die Tangente parallel 
zur Basis wird; das heisst, das Farabelsegment ist einem Dreieck 
Sqnivalent, dessen Grundlinie die Sehne, und deesen Höhe gleich 
i der Sagitta ist, wo unter Sagitta der senkrechte Abstand zwi- 
schen der Sehne und der der Sehne parallelen Tangente des Bogens 
verstanden wird. 

Itl. Eine Methode krummlinige Figuren za transformieren 
besteht darin, die kleinen Theile des krummlinigen Umfanges als 
Parabel bogen zu betrachten. 

*) In Fig. 99 hat man djrect 2fj fefunden, iadem man beiRedvction 
der Fignr B'C'JTH' b statt 2b verwendete. 
**) CuuMAKN, fl. a. 0.. N. 12, 
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Weno eine krumme Linie (Fig. 97) in kleine Bogen getheilt 
ist, von denen jeder annähernd als Parabelbogen angesehen wer- 
den kann, and man die parabolischen 
Segmente, die zwischen den Bogen 
und den betreffenden Sehnen enthalten 
sind, in Dreiecke verwandelt, deren 
Grundlinien die Sehnen sind, so kSn- 
nen die Scheitel dieser Dreiecke will- 
kürlich auf Geraden angenommen wer- 
den, welche den Sehnen parallel sind 
nnd Ton denselben Abstände gleich 
i der betreffenden Sagitten haben. Wir 

wählen die Scheitel so, dass der Scheitel jedes neuen Dreiecks 
auf der Verlfingernng einer Seite des vorhergehenden Dreiecks 
liegt, d. h., dass die Scheitel zweier aufeinander folgender Drei- 
ecke immer mit dem ihren Grundlinien gemeinsamen Punkte in 
gerader Linie liegen ; dann ist der Icmmmlinige Linienzng in eioen 
geradlinigen äquivalenten verwandelt, der vou soviel Seiten gebildet 
wird, als der gegebene Linienzug in Segmente getheilt ist. Der 
geradlinige Linienzug oder das Polygon wird dann von neuem is 
ein Viereck verwandelt, und dann aaf die gegebene Basis in der 
schon auseinandergesetzten Weise redaciert. 

1*7. Beispiel. Man will (Fig. 98) der unregelmfissigen Grenz- 
linie AB zwischen zwei Landgütern eine gebrochene Linie zweier 
geradliniger Strecken substituieren, deren Endpunkte A, B und. 



Man betrachte den durch die Carve AB nnd die Gerade BA 
gebildeten Liuienzug und verwandele ihn in ein Dreieck mit der 
Basis BA. Zu dem Ende theile man die Onrve AB in kleine 
Bogen; man ziehe die Sehnen und subatitniere den so gebildeten 
Segmenten nach der oben auseinandergesetzten Methode Dreiecke; 
in dieser Weise ist der vorgelegte Linienzug in das geradlinige 
Polygon A012345B verwandelt. Zieht man dann 
I r parallel zu 20, 
22' „ , 31' 
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33' parallel zu 42', 

44' , B 53', 

5C „ „ B4', 
bis sie die feste Seite AO scbneiden, so ist dies Polygon in das 
Dreieck ACB traiiBformiert , und folglich sind der irregntären ge- 
gebenen Linie die beiden geradlinigen Strecken AC, CB snbstitniert. 
Den Punkt C könnte man beliebig anf einer zu AB Parallelen 
rerrflcken, da hierdurch der Flächeninhalt ABC nicht verändert 
wird. 

IIS. Die Rednction der FlAchen anf eine gegebene Baeis lie- _ 
fert eine andere Constrnction der Resultante mehrerer nach Ortisse, 
Sinn und Lage gegebener Segmente A,B„ A^„ . . . (Fig. 99). Man 
nehme einen Punkt als 
Anfangspunkt eines poly- 
gonalen Linienznges, des- 
sen Seiten der Reihe nach 
den gegebenen Segmenten 
Squipollent sind; der End- 
punkt des Polygone Bei N. 
Man transformiere nun die 
Dreiecke OA,B,, OÄ,B„ 
. . . . , indem man sie auf 
die Basie ON rednciert, 
speciell transfonniere man 
üe so, dasB ein Scheitel 
in liegt, und die Gegen- 
seite ON äquipollent ist. 

Dann wird auch die Summe OA,B, + OA,B, -)- in ein Dreieck 

OAB transformiert sein, wo AB zu ON äqnipoUent ist; das Segment 
AB ist die gesuchte Resultante (Nr. 43). 

Um die TransformatJon anazuftlbren , die wir eben angegeben 
haben, ist es am besten, die Anfangspunkte A„A„.... der Seg- 
mente mit in gerader Linie anzunehmen. Indem man nun die 

Punkte B,, B, in den Punkten B'„ B'„ .... anf ON projiciert 

durch zu OA,A, .... parallele Strahlen, so verwandeln sich die 

Dreiecke OÄ,B„ OÄ,B, in OA,B'„ OA,B'„ Dann suche 

man die Geraden B',C, B',C„ . . . . der Reihe nach parallel zu NA,, 
NA„ . . ., und es seien C,, C„ . . . die Punkte, in denen sie die 
Gerade OA,A, . . . schneiden. Daraus erhalt man die Dreiecke 00,N, 

OC,N, bezüglich Squivalent zu OA,B'„ OA^B'^ . . . Nimmt 

man also anf OA,A, ... das Segment OA = 00, + OC, -)- , 

und zieht durch A die Gerade AB äquipollent zu ON, so ist OAB 
— OA,B, + OAjB, + 
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119. In den SStsen der Nr. 40 nnd 41 laBse man sämmt- 
liehe Pnnkte B„ B„ . . ., B, in einen einzigen Pupkt G zusanunen- 
fallen; dann gehen dieselben in folgende ttber: 

Sind A,G, A,Ü, A,G, . . ., A.0 n Segmente, derenRe- 
saltante rerschwindet, so ist, wenn ein be- 
liebiger Punkt der Ebene ist, die Resnltante 
der Segmente OA.,OAj,...,OA„ gleich (aqoipol- 
lent) dem n-faehen Segmente OG (Fig. 100). 
Umgekehrt: 

Gegeben sind n Pnnkte A„ A,, .. .,A„. Ist die Re- 
sultante der Geraden OA,, OA,, . . ., OA,, welche 
einen Pol mit den gegebenen Punkten ver- 
binden, gleich dem n-fachen der Geraden 00, 
welche mit G verbindet, so besteht dieselbe 
Eigenschaft fflr jeden beliebigen andern Pol 
(y, d.h., die Resnltante der Geraden 0'A,,0'A„ 
. ■ ., O'A, ist gleich dem n-facben Segmente OG', 
nnd die Resultante der Geraden GA,,GA,, ..., 
GA„ ist gleich Null*). 



119. Der Punkt G beisst der Schwerpunkt der Pnnkte 
Ä„A., ..., A.. Sind (Fig. 101, wen = 41 die Punkte A„A, 
. . ., Äg gegeben , so constrniert man ihren Schwerpunkt G in fol- 
gender Weise. Nach Wahl eines beliebigen Poles constrniere 
man einen Linienzng OA,23...n, dessen Anfangspunkt 0, nnd 
dessen aufeinanderfolgende Seiten den Segmenten DA,, CA,, . . ., 
OAn äquipollent sind. Die Gerade On , welche den Linienzng 

BcUiesst, geht durch den Punkt G, und 00 ist gleich — . Statt 
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On in n gleiche Theile zn theileo, ntn d&durch G za erhalten, 
kann man anch einen zweiten Linienzng constrnieren, der von einem 
andern Pole Q' ausgeht; die Gerade, welche diesen neuen Linien- 
zng schliesBt, Bchneidet On im gesuchten Funkte G. 

111. Das System der n gegebenen Punkte kann keinen wei- 
tem Schwerpunkt G' besitzen. Denn wenn ausser der Resultante 
von GA„ GAj, . . ,, GA„ auch noch die Resultante von G'A„ G'A,, 
. . ^ G'Ao verschwinden sollte, so mUsste auch die allgemeine Beaul- 
tante sämmtlieher Segmente GA„ A,G', GA„ Ä^G', . ■ ■, GA„ A^G' 
verschwinden. Setzt man aber die beiden Segmente GA„ A,G' zu- 
sammen, 80 erhält man das Segment GG'; es muss also GG' gleich 
Null sein, d. h., G' mnss mit G zusammenfallen. 

UZ. Nehmen wir auch ^r den Satz in Nr. 42 die Punkte 
B„B„..., B, als in einen Punkt G zusammenfallend an, so geht 
derselbe itber in: 

Ist G der Schwerpunkt der Punkte 
1, 2, 3, ...,n, und projiciert man 
Bämmtliche Punkte auf eine Gerade 
mittelst paralleler Strahlen in den 
Punkten G', 1, 2, 3',. . ., n', ao ist die 
Summe der Geraden ir,22',33', .-•, nn' 
gleich der n-fachen Geraden OG' 
(Fig. 102). 
In Folge dieses Satzes wird der Punkt G, da 
rr' der (schiefe) Abstand des Punktes r von der 
Geraden ist, auf die man projicierte, auch Centrum der mitt- 
lem Abstände der gegebenen Punkte 1, 2, 3, . . ., n genannt.*) 
113. Statt in den SlLtsen in Nr. 40, 41 anzunehmen, dass 
Bämmtliche Punkte B„ B„ . . . B, in einen einzigen G zusammen- 
fallen, wollen wir jetzt voraussetzen, dass einige von ihnen £„ 
B,, . . ., B| von den Übrigen verschieden seien, welche in den ein- 
zigen G zusammenfallen, so dass die Resultante der Segmente A,B„ 
AjBj, . . . AiBi, Ai+,G, . . ., A„Q gleich Null, und, was auch fHr 
ein Pnnkt ist, die Resultante von 0A„ 0A„, . . ., OA, gleich der 
Resultante von OB,, OB,, . . ., OB, . (n— i) . OG ist. Die erste Glei- 
chung ändert sich nicht, wenn wir für das Segment A,B, die bei- 
den andern A,G, GB, oder A,G, — B,Q setzen ; auch die zweite 
Gleichung besteht weiter, wenn wir beiden Resultanten die Seg- 
mente B,0, B,0, . . ., B|0 hinzufOgen, so dass also daraus die Glei- 
chung zwischen der Resultante von OA,, 0A„ . . ., 0A„ B,0, B,0, 
. . ., B,0 und der Resultante von 0B„ ÖB„ . . ., OB,, B,0, B^O, . . ., 
B|0, (n — i) . OG folgt, d. h., zwischen der Resultante von 0A„ OA,, 
. . ., OA., —OB,, —OB,, . . ., -OB, und (n— i) . OG. Also erhalten wir : 

*) Camiot, Correlation des figures de gäomdirie {Psmt, iSO\), no. 309. 
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Wenn die Resultante der Segmente AjOyA^G,..., 
AnG, — B,G, — B j6, . . . , — BiG verschwindet, so ist 
für jeden beliebigen Punkt die Resultante 
der Segmente OAj, OAj, • . ., OA^, — OBi, — OB^, . . ., 
— OBi gleich (n-i).06; und besteht umgekehrt 
für einen Pol diese Gleichung, so besteht sie 
auch für jeden andern Pol 0', und die Resul- 
tante der Segmente AjG, A^G, ...jAnG, — B^G, — B^G, 
..., —B,G ist gleich Null. ^.| 

114. Wir nehmen jetzt an, dass einige der n Punkte A^^ A„ 
. • ., Aq in einen Punkt zusammenfallen , andere ebenso in einem 
zweiten Punkt, u. s. w.; und dass auch die Punkte B^, B^, . . ., 
Bi sich gruppenweise vereinigen und zusammenfallen. Bezeichnen 
wir nun durch a,, a^, «3, . . . ganze positive oder negative Zahlen, 
deren Summe m ist, so lässt sich der vorhergehende Satz aus- 
sprechen, wie folgt: 

Sind die Punkte A„ A^, A3, ... und der Punkt G 
so beschaffen, dass die Resultante der Seg« 
mente a, . AiG, «^ . A^G, a, . A3G, . . . verschwindet, 
so ist für jeden beliebigen Pol auch m . OG 
gleich der Resultante der Segmente a^ . OA^, 
Cj . OAj, a^ . OA3 . . . .; 

und umgekehrt: 

Besteht für einen Pol die Eigenschaft, dass 
m . OG gleich der Resultante von a^ . OA,, a, . OA^, 
»3 • OA3, . . . ist, so besteht dieselbe Eigenschaft 
auch für jeden andern Pol 0', d.h., die Resul- 
tante der Segmente a, . O'Aj, a^ . O'A,, a^ . O'Ag, . . . 
ist gleich m . CG; und die Resultante der Seg- 
mente a^ . GA„ «2 . GAj, aj. GA3, ... ist gleich Null. 

115. Der Punkt G heisst Schwerpunkt der mit den Coef- 
ficienten a^, a,, »3 . . . behafteten Punkte A^, A,, A3, ... . 
Kürze halber werden wir sagen, G sei der Schwerpunkt der 
Punkte ccj . A^, a^ . A,, «3 . A3, . . ., indem wir vor jeden Punkt 
den ihm zugehörigen Coefficienten schreiben. 

116. Aus dem Satze in Nr. 42 erhält man femer: 

Ist G der Schwerpunkt der Punkte «j-Aj, «j.Aj, 
a3.A3, ... und die Punkte G, Aj, A^, A3, ... werden 
mittelst paralleler Strahlen auf eine Gerade 
in G', A'j, A'j, A'3, , . . . projiciert, so ist die Summe 
der Geraden aj . AjA'j, «^ . A^A'j, aj . AjA'j, . . . gleich 
m . GG', wo m = «j + ttj + «3 + • • • ist. 
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Dieser Eigenschaft halber heisst 6 auch das Centram der 
mittlem Abstände der Punkte a, . A^/a^ . A^; 03 . A,, . . .^) 

117. Bis jetzt waren die Coefficienten a,, a^ ^3; • • • der Punkte 
Aj, A,, A3... ganze positive und negative Zahlen; wir wollen 
jetzt den Begriff von Schwerpunkt auf den Fall ausdehnen, 
dass die a^y a^y a^^ , . . , ganz beliebige Zahlen sind, oder viel- 
mehr parallele Segmente, die beliebig gegebenen Grössen propor- 
tional sind. 

Es seien also die Punkte A^, A^ A3, . . . gegeben, behaftet mit 
den Zahlen oder parallelen Segmenten a^ ci^f ^39 • * * • ^^^ ^^^® 
Gerade p' projiciere man mittelst zu einer beliebig fixierten Richtung 
paralleler Strahlen die gegebenen Punkte in A\y A'j, A'g, . . , ; und 
mittelst Strahlen, die einer andern ebenfalls willkürlichen Richtung 
parallel sind, projiciere man die nämlichen Punkte als A''^, A'',, 
A"^j . . . auf eine zweite Gerade p'', die nicht zu p'' parallel ist. 
Nun bestimme man eine zu p' parallele Gerade r', deren Abstand 
von p' parallel zu den Strahlen A^A'^, A^A',, AjA',, . . . genommen 
gleich ist 

«i + «a + «3 • • • ' 

ebenso bestimme man eine Gerade r"' parallel zu p'', deren Abstand 
von p", parallel zu den Strahlen AjA\, A^A'',; • • • gemessen, gleich sei 
a, . A^A--, + g, . A^A", + «3 . A3A-; + . . . 

Bezeichnet man den Durchschnittspunkt der Geraden r', r"' 
durch G, und durch G', G" die Projectionen von G auf die Geraden 
p', p", respective parallel zu AA', A A" genommen , so wird man 
folglich haben: 

a,.AiA'i+aj.AsA'2+a3.A3A'3+...=(«j4-a, + a3+...).GG' 
aj.AjA/'+a2.A2A';+a3.A3A''3+...=(«, + a,+«3 + ...).GG^ 

Es sei jetzt p''' eine dritte beliebig gegebene Gerade, und man 
projiciere auf dieselbe in A"\, A%, A^'g, ..., &" die gegebenen 
Punkte und den Punkt G durch Strahlen, welche einer neuen 
Richtung parallel sind. Zwischen den drei Pri^ectionsstrahlen des- 
selben Punktes A^ oder A^ oder A3, besteht (Nr. 16) eine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten, das heisst, es ist 

k' . A,A', + k" . A^", 4- k'" . A,A"', = k, 
k . A3A3 -f- fe . A3A 3 -f- k . A3A 2 = k, 



k' . G6' + k' . GG" + k" . GG'" == k. 



♦) L'HuiLiER, Elämens d'analyse geomdtrique et ^amalyse älaehriaue etc. 
(Paris, 1809), § 2. if y X 

Cremona^ Calcnl. g 
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Man multipliciere diese Gleichnngen der Reihe nach mit a^j 
«j, «3, . . ., — («1 + «2 + "s + • • •); ^^^ summiere die Produete; 
dann erhält, man ^ wenn man auf die schon entwickelten Gleichun- 
gen Rücksicht nimmty 

k- • { a, . A,A/" + a, . AJl;" + a, . A3 V + • • • 

— K + «,+ «3+ ...) • GG'M =0, 
oder auch 

• Ctj • AjAi "^ 1*2 • A a A j . "Y" (A3 • A.3A3 "■^~ • • • 

= («, + «2 + «3 + . . .) . 6G'". 
Das heisst: 

Wenn man die Punkte A^, A^ A,, . . .^ G auf eine 
beliebige Gerade mittelst Strahlen, die einer 
willkürlichen Richtung parallel sind, proji- 
ciert, so ist das Product des Projectionsstrah- 
les von G mal «j + «2 + «3 + • • • gleich der 
Summe der Projectionsstrahlen von A^, A,, A3, . . • 
bezüglich mal a,, a,, a,, . . . . 

Den so definierten Punkt G nennt man Schwerpunkt der 
Punkte A,, A2, A3, . . ., die mit den Zahlen oder Segmenten a^^ a,, 
a^f ., , behaftet sind. 

Der Schwerpunkt verändert sich nicht, wenn man für die 
CoefScienten a^, a^y a,, . . . andere ihnen proportionale substituiert, 
denn dadurch ändern sich die Verhältnisse von a^, a^, «3^ . . • zu 
"1 H" "2 + '*3 H" • • • flicht. 

118. Wenn die Punkte A^, A^, A3, ... und G in den 
Punkten A/, A^', A3', . . ,, G' auf eine Gerade p' mit- 
telst Strahlen projiciert werden, welche einer 
andern Geraden p'' parallel sind, so hat man, 
wenn man durch 0' einen beliebigen Punkt von 
p' bezeichnet: 

a, . O'A/ + a^ . O'Aj' + a^ . O'A^ + . . . 
= («1 + «2 + «3 + . . .) O'G'. 
Lässt man nämlich durch 0' eine Gerade p'' gehen und pro- 
jiciert auf diese die Punkte Aj, A^, A3, . . ., G in den Punkten A/', 
Aj'', A3'', . . ., G'' mit Strahlen, welche zu p' parallel sind, so hat 
man identisch 

A,A/' = A/0', AjAj" = A,'0', A3A3' == Ag'O', . . ., GG" = G'O'; 
nach dem vorhergehenden Theorem hat man aber 

a, . AjA," + a^ . A^A," + «3 • AA" + • • • 
= K + «2 + «3 + .-0i6G", 
folglich u. s. w. 

119. Ist ein willkürlicher Punkt, so ist die Re- 
sultante der Segmente a^ . OAj, a^ . OA,, «3. OA3, . . • 
gleich («, + «2 + «3 + ...) • OG. 
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unter dem Segment a . OA veratehen wir ein za OA paralle- 
les Segnient, das im Sinne von OA oder in entgegengesetztem 
Sinne gerichtet ist, jenachdem a positiv oder negativ ist, und 
dessen Grösse OA mit dem Verhältniss a : 1 mnltipliciert ist. — 
Dnrcb den Punkt ziehe man eine Gerade p' und projiciere auf 
sie die Punkte A„ A,, A,, . . ., Q in den Pnnkten A^', A^', A,', . . ., 
G' mittelst paralleler Strahlen. Dann ist das Segment OA die 
Resultante der Segmente OA', A A, nnd verlängert man diese Seg- 
mente im Verhiltniss k : 1, so ist a . OA die Resaltante von a . CA', 
a . A'A. Daraas folgt, dass man die Resultante von n . 0A„ n, . OA,, 
«j. OAj, . . . erhält, indem man alle Se^ente a^ . OA,', «, . OA^', 
Oj . OA3', . . . und die Segmente a, . A,'A,, a, . Aj'Ä^, o, . A/Aj, . . . 
zusammensetzt. Die Resultante (d. h. die Summe) von a, . OA,', 
«, . OA,', «3 . Oä; ... ist aber (a, + «, -h «j + . . .} - OG', und die 
Resultante (oder die Summe) von «, . A,'A„ «, . A,'A,, a, . Aj'A,, . . , 
ist (a, -j-a, + «3+ . . .) . G'G; folglich kann man die Resultante der 
Segmente a, . 0A„ a, . OA,, n, . OA,, . . . durch Zosammensetzung 
der zwei Segmente («, + a, -f a, . . .) . OG', (a, + a, + «,4- . . .) . G'G 
erhalten, sie fallt also mit dem Segmente 

(«. + «. + «, + ■••)■ OG 



12*. Daraus folgt, dass, um 
den Punkt G der gegebenen 
Punkte A„ A„ Ä„... (Fig. 103) 
mitdenCoeiScienten (Zahlen oder 
parallelen Segmenten) «,, a„ «,,... 
zu finden, man von zwei ver- 
schiedenen Anfangspunkten 0, 0' 
ans zwei Linienzüge constmieren 
muss; die Seiten des ersten und 
äquipollent zu «, . 0A„ a, . 0A„ 
«3 - 0A„ . . ., die des zweiten zn 
a, . OA. , a, . aA,, «, . O'A^, ... 
Die Geraden OR, CR, welche 

bezüglich die beiden Linienzüge schlieBsen, schneiden sich in dem 
gesuchten Punkte G, nnd es ist 

OR = (a, + «^ + o, . . .) . OG, 
0'R'= (a, + «, + «,...). (yO'*). 

Sind die a Segmente, so sind die Producte a . OA Flächen, 
die man auf eine gemeinsame Basis h redncieren mnas (Nr. 92). 
Angenommen, man habe «, . OA, ^ h . a,, «, . OA, ^ h . a„ 
u, • OA, = h . a,, ... erhalten, so kann mim die Seiten des ersten 
Linienzuges gleich den Längen a„ a,, a^, ... machen, nnd, wenn 
OR die SchluBsgeradelst, so ist h . OR = (a, -|- a, + a, -f . . .) . OG. 

•) Grasshann, a.a.O', S. 142. 
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Daraus folgt , dass man^ auch ohne einen zweiten Linienzng zu 

construieren, G findet, wenn man auf der Schlusslinie das Segment 

h. OR 
0G = *ij_v^* 

«1 + «2 + «3 + • • • 

bestimmt. 

Sind die a Flächen, so beginnt man mit der Rednetion der- 
selben auf eine gemeinsame Basis k: 

«j = k . «,', aj = k . «,', O3 = k . ttg', . . . ; 
darauf reduciert man die Produete a/ . OAj, a^' , OA^, a^' . OA,, . . • 
auf die Basis h: 

a^ . OA, = h . aj, «j' . OA, = h . a^, a^' . OA3 == h . a,, . . ., 
so dass also 

«1 . OAj == hk . aj, a^ . OAj = hk . a„ a^ . OA3 = hk . a3, . . . 
ist; construiert man dann den Linienzug mit den Seiten a^ a,, 
a,; • • •, so ist 

OG = h ■ k > OR ^ h.OR 

121. Ist H der Schwerpunkt der Punkte a^ . A^, a, . A,, 
. . .y und K der Schwerpunkt der Punkte ß^ . B^i 
/?, . Bj; ..., so fällt der Schwerpunkt sämmt- 
licher gegebener Punkte a^. A^, a^ . A,, . • .yßi . B^, 
ß^.B^y ... mit dem «Schwerpunkt der beiden 
Punkte m . H, n.K zusammen, wo m = a^ -f- ^^2 
+ . . ., n = /J, + /?, + .. . ist. 

Denn, setzt man für einen beliebigen Pol die Gerade m . OH, 
Resultante der Segmente a^ . OA^, a, • ^^2) " *> °üt der Geraden 
n . OK, Resultante der Segmente ß^ . OB^, ß^ . OB,, . . . zusammen, 
so erhält man (m-f- n) . OG, die Resultante der Geraden m . OH, 
n . OK und zugleich die Resultante sämmtUcher Segmente a^ . OA,, 
ttj , OAj, . . ., ^, . OB,, ß^ . OBj, .... 

122. Liegen die Punkte A,, A,, A3, ... in gerader 
Linie, so liegt ihr Schwerpunkt G in derselben 
Geraden. 

Dies wird klar, wenn man den Pol auf der Geraden 
AjAjAg ... annimmt; die Segmente et, . 0A„ a^ . OA^, a, . OA^i, ... 
fallen dann sämmtlich in diese Gerade, und folglich fUllt auch ihre 
Resultante m . OG in dieselbe Gerade. 
Daraus folgt: 

Projiciert man Aj, A,, . . ., A^, G auf eine belie- 
bige Gerade in den Punkten A/, A/, . . ., A^', G', 
so ist der Punkt G' der Schwerpunkt der Punkte 

Die Punkte seien nur zwei A„ A, (Fig. 104 a. folg. S., wo 
die Segmente a„ a, einfach durch die Zahlen 1, 2 bezeichnet sind) 
mit den Coefficienten a,, a, , so ist ihr Schwerpunkt G ein Punkt 
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der Geraden A,Ä,. Da die Reanltant« 
der Geraden a, . GA, , u, . GA, gleich 
Null iBt, so hat man 

«, . GA, + o, . GA, — 
oder aach 

A,G : GA, = a, : a„ 
nnd also 

A,G : GA, : A,A, = «,:«,; o, + a. ; 
das heisBtj der Punkt G tbeilt das Segment A,A, in zwei Theile, 
welche den Zahlen «„ «, umgekehrt proportional und, und er liegt 
innerhalb oder angserhalb des gegebenen Segments, jenachdem a,, 
u, gleiche oder ungleiche Zeichen besitzen. 

Ist a,-= a^ SO ist A,G ^ GA„ d, h., G ist dann der Halbie- 
ruigspanbt von A,A,. 

Ist u, + a, ^ , so erhftlt man ans der Proportion A,G : A,A, 
.= «, : a, -|- a, den Werth A,G =00, d. h., G ist dann der un- 
endlich entfernte Punkt der Geraden A,A,. 

133. Die gegebenen Punkte seien die drei 
A„ A„ A, nicht in gerader Linie (Fig. 105); 
a,, a„ a, seien ihre CoefGcienten, deren Summe 
nicht gleich Null sei. Der Schwerpunkt der 
Punkte a, ,A,, Oj.Aj ist ein Punkt B, der 
Geraden A,A,, nnd der Schwerpunkt der ge- 
gegebenen Punkte et, . A, , o, . A, , a, . A, ist 
d^er der Schwerpunkt dar Punkte «, . A,, 
(«i+oO-^if ^'^ heisst, der Punkt der 
Geraden A,B,, welcher dnrch die Relation bestimmt ist 
GB, : A,B, = «, : a, + a, + «,. 

Nnn sind aber die Dreiecke A,A,A„ GA^A^ ihren Höhen pro- 
portional, also auch den schiefen Abstünden A,B,, OB, der Scheitel 
ToA der gemeinsamen Grundlinie A,A,; also ist 

GA^3 : A.A^Aj = o, : «, -^- «, + «,. 

In ähnlicher Weise zeigt man, dass 

GA,A, : Ä,AjA, = a, : o, + «, + «„ 
GA,A, : A^,A, = «j : a, + «, + a, 
ist, also 

GA,Aj : GA^, : GA,A, = «, : a : «,. 
Das heisst: Der Schwerpunkt G der drei Punkte a, . A„ a, . A,, 
«, . A3 theilt die Fläche AjA^A, in drei Dreiecke GA A,, GA^,, 
GA,A,, die den Coefficienten a„ «,, a^ proportional sind. 

124. Ist G der Schwerpunkt der Punkte «, .A,, a, .A,, 
a^ . A„ . . . nnd ein beliebiger Pnnkt, so haben wir gesehen, 
dass die Resultante OR der Segmente a, . 0A„ «, . 0A„ a, . 0A„ 
. . . durch die Gleichung gegeben ist 

0R = (o. + a,-l-a3 + ..-)-0G, 
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daraas folgt 



Igt «j -j- «^ -^ «^ -j- . . . sa= ö, ohne dass OB verschwindet, so 
igt OG = 00. 

Igt OR = 0, so ist, wenn man einen andern Pol 0' wählt, 

die Resultante von a^ . O'Aj, a^ . O'A^, «3 . O'Aj, gleich (a, + a^ 

+ ag + ...). O'G, das heisst gleich Null, weil man a^-\'a^ + a^ 
-j_ . . . = hat. 

Ist also a, + a^ + aj + . . . = , so ist die Resultante OR 
entweder für alle Punkte gleich Null, oder sie verschwindet 
überhaupt für keinen. Im letzteren Falle erhält man einen Schwer- 
punkt 6, der in unendlicher Entfernung auf der Geraden . . . OR . . . 
/liegt. In demselben Falle sei A^ der Schwerpunkt von a^ . A,, 
ttg . Aj, . . ., an_i . A„», ; dann ist för jeden beliebigen Pol 

d. h. — «n . OAß, die Resultante von «j . OAj, a, . OA^, . . ., 
ttn^j . OA„_i (Nr. 119). Es sei OH die Resultante von — a^ . OA^ 
und «n • OAnj diese Resultante muss äquipollent sein zu 0^ • A^^y 
das heisst von unabhängig. Folglich hat man: Die Resultante 
von a, . OAj , a, . OAjj , . . . , «„ . OAn , wo a, + a, + Ug -|- . . . 
-}. «o = ist, hat sowohl constante Richtung als constante Grösse 
(für jeden beliebigen Pol 0) und ist äquipollent zu a^ . A^^Ä^n , wo 
Aa ein beliebiger von den gegebenen Punkten, und A<, der Schwer- 
punkt der übrigen (mit ihren respectiven Coefficienten behafteten) 
Punkte ist. 

Da im ersten Falle OG = - wird , so hat das System der 

gegebenen Punkte keinen bestimmten Schwerpunkt. Legt man 
nun den Pol in einen der gegebenen Punkte, z.B. in A^, so 
ist, da für einen beliebigen Pol die Resultante von a^ . OA^, 
«2 ^ OAj, ttg . OA3, . . . verschwindet, die Resultante von a^ • AjA^, 
«3 . Aj A3, . . . gleich Null, d. h., es ist, da a^ + «s + • • • = — «1 
von Null verschieden ist, A\ der Schwerpunkt der Punkte A^, 
Aj, .... 

125. Durch die Punkte A^, A^, A3, . . . und ihren Schwer- 
punkt G ziehe man unter einander parallele Segmente A^B^, A^B,, 
A3B3, . . ., GH in beliebig angenommener Richtung proportional den 
Coefficienten «j, «3? «3» • • •> m == «^ + a^ -f- «3 + . . , unter Be- 
rücksichtigung der Zeichen: d. h., nachdem man den positiven Sinn 
der Segmente festgestellt hat, ziehe man nach dieser Seite die 
positiven Coefficienten proportionalen Segmente, und nach der 
andern Seite die negativen Coefficienten proportionalen. Es sei 
ein beliebiger Punkt, durch den man eine Gerade parallel zu den 
Segmenten AB zieht, und auf diese projiciere man durch Parallel- 
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BtTshlen die Punkte A,, A„ A„ . . ., in A,', A,', A/, . . ., 0'; dann 
iBt nach dem Satze in Nr. 116 

«, . A,A/ + a, . A,Ä/ + ttj . A,A,' H = m . GG'. 

Die Zahlen a,, a , a^, , . ., m sind aber den Ornndlinieii der 
Dreiecke OA,B„ OA,B„ OA,B„ . . ., OGH proportional, snd die 
Segmente A,A,', A,A,', A,A/, . . ., GG' den BSbea demllnn Drei- 
ecke, folglich der äati: 

Die Bamme der Dreiecke, welche von aus 
die .Segmente A,B,, A^B,, A^B,, ... projicieren, 
ist gleich dem Dreiecke, welches vom nSm- 
lichen Pole ana die Gerade GH projiciert 
Darans folgt (Kr. 44), dase GH die Resuitante 
der Segmente A,ß,, A,B„ A,B„ . . . ist. 
12(. Darans ergieht sich eise andere Cong^ction dea Schwer- 
ponktes G. Nachdem man durch fA,, A,, A,, .. . (Fig. 106) die 



Segmente a,,M,, «,, .. in einer beliebig fixierten Richtung ge- 
zogen hat, setze man dieselben in der in Nr. 50 gelehrten Art 
zusammen. Man erhält auf diese Weise eine Gerade r, der das 
resultierende Segment angehören, und die daher durch G gehen 
musB. Nun wiederhole man die Zusammensetzang, indem man Bur 
die gemeinsame Richtung der Segmente «,, a^, a , . . . ändert; man 
erhält so eine andere Gerade r', und der Durchscbuittspmikt von 
r und r' ist dann der gesuchte Schwerpunkt.*) 

U3. Unter Schwerpunkt einer Linie oder einer 
Fläche versteht man den Schwerpunkt sämmtlicher Punkte der 
Linie oder Fläche, die alle mit gleichen CoeMcieoten behaf- 
tet sind. 

128. Der Schwerpunkt eines geradlinigen 
Segments AB (Fig. 107) igt sein Hai hier ungspunkt 
G. Denn, wenn X ein beliebiger Punkt des Seg- 
mentes ist, so giebt es in demselben noch einen | 

*) Cdlhann, a. a. 0., S. 144. 
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andern Pnnkt X', so dasa 6 der HalhierDDgBpnnkt des Segment«! 
XK' ist; folg'lich AUt der Schwerpunkt der Pnnkte X, X' in 0. Da 
nnn jedes zu X, X' analoge Pnnktepaar Beinen Scbwerpnukt in G 
hat, B« iS\\t der Schwerpunkt BämmtUcfaer Punkte von AB mit dem 
Schwerpunkt cbenBOvieler Punkte, die Bämmtlich im Punkte G ver- 
einigt «nd, znwunmen; das heisat, ist der Schwerpunkt dea Seg- 
mentes AB. 

Itt. Der Schwerpunkt eines ParaUetogramms 
ist der Durchschnittapunkt seiner beideji Diagonalen 
(Fig. 108). Der Schwerpunkt der Ereisdacfae, oder 
der Kreislinie, oder eines regulJLren Polygons ist der 
Mittelpunkt der Figur. Der Beweis ist absolot der- 
selbe, wie der vorhergehende. 

*13t. Hat «ne Figur eine Symmetralaxe , so 
liegt in dieser Axe der Sdiwerpunkt der Figur. Denn 
ist X ein Punkt der Figur, so existiert immer ein anderer Punkt 
X' der Fignr, so dass das Segment XX' vmi der Axe halbiert wird 
und anf derselben senkrecht steht. Der Schwerpunkt der beiden 
Pnnkte X, X' liegt daher auf der Axe; und da dieses für sftmmt- 
liche analoge Punktepaare gilt, so folgt, dass wir ftlr s&ouBtliehfl 
Pnnkte der Fignr Pnnkte, die anf der Axe liegen, substituieren 
können. Der Schwerpunkt derselben liegt aber anf der Geraden, 
in welcher sie sich befinden, folglich n. s. w. 

Eine JÜinliche Betrachtung zeigt, dass in einer Fignr, welche einen 
Durchmesser hat, d. h. eine Gerade besitzt, welche (unter rechten 
oder schiefen Winkeln) sAmmtliche einer bestimmten Richtung pa- 
ridlele Sehnen halbiert, der Schwerpunkt der Figur anf dem Durch- 
messer liegt. 

Hat eine Fignr zwei Durchmesser, so ist ihr Dnrcbschnitte- 
punkt der Schwerpunkt. 

ISl. Die Fignr sei ein Dreieck ABC (Fig. 109). 

I Ist dwin D der Halbiemngspunkt von BC, so ist 

I die Gerade AD ein Durchmesser, da er sämmt- 

I liehe Sehnen, die parallel zn BC laufen, halbiert. 

I Der Schwerpunkt G des Dreiecks ist daher der 

I Durchschnittspunkt der drei Durchmesser AD, 

I BE, CF. Er theilt jeden der drei Durchmesser 

in zwei Segmente, die sich wie 2: I verhalten. 

Denn, da das Dreieck ABD von der Transveraale FCC geschnitten 

wird, so iat 

AF BC DG _ 
FB ' CD ■ GA "" 
Es ist aber AF = FB, BC = 2DC, und folglich 

GÄ~ 2' 
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oder auch GD = - AD, und analoger WeUe GE = ^ BE, GF 
_|0F. 

Der Punkt G ist auch der Schwerpunkt der drei Punkte 
A, B, C. 

132. Wenn eine (Linien- oder Flächen-) Figur aus einem 
SyBtein von geradlinigen Segmenten oder Dreiecksflächen besteht, 
BD ist ihr Schwerpunkt derjenige der Paukte o, .A,, a, . A,, 
a. . Aj, . . ., wo Aj, A,, Aj, ... die Schwerpunkte der Segmente 
oofir Dreiecke sind, aus denen die Figur zusammengesetzt ist, und 
die (Zahlen- oder segmentarischen) Coefficienten a,, a„ «,, .... 
den Segmenten oder Dreiecken selbst proportional sind. 

133. Die Figur sei ein Linienzug mit geradlinigen Seiten. 
Es seien A lA^A,, ... die Halbiemngspnnkte der Seiten,i'nnd o„ 
a^ «,, , . , Segmente, welche den Seiten proportional sind. Hau 
suche nach einer der schon gegebenen Arten (Nr. 120, 126) den 
Schwerpunkt G der Punkte A„ A„ A^ . . ., die mit den Segmenten 
<"(* ''it «1, ■ > • behaftet sind; dann ist G der Schwerpunkt des ge- 
gebenen Linienznges. 

iS4. Ist der Linienzng ein Theil des Umfanges eines regu- 
lären Polygons (Fig. HO), so kann man den Schwerpunkt in viel 



einfacherer Weise bestimmen. Nachdem man einen Darchmesser des 
eingeschriebenen Kreises gezogen, projiciere man auf denselben 
die Seiten des Linienznges orthogonal. Sei ir eine Seite, Jl ihre 
Projection, r der Radius des Kreises, welcher nach dem Halbie- 
rnngspnnkt von a gezogen ist, und p das Perpendikel, das von 
letzterem Punkte auf den Dnrcbmesser geßlllt ist; dann ist das 
rechtwinklige Dreieck mit a als Hypotenuse und 7. als Kathete 
dem Dreieck ähnlich , dessen Hypotenuse r und dessen Kathete p ist. 
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Folglich hat man 

— = - oder Xt = pa, 
p r *^ 

Wir schreiben die joudog^ Gleichungen für sämmtliche Seiten des 
Lmienznges auf, und tmmaefwa die entsprechenden Glieder ^ das 
liefert 

rl = p,<Tj 4- pj<Tj + . . ., 

wo 1 die Projection des gesammten Linienznges sein soll« 

Es sei G der Schwerpunkt, y die Senkrechte, welche von 6 
auf den Durchmesser gefällt ist. Da G der Schwerpunkt der Hal- 
bierungspunkte der Seiten ist, die bezüglich mit den Goef&cienten 
dp <T2, . . . behaftet sind, so erhält man 

Pi<^i + Vi^i + • • . = ys, 
wo s die Länge des Linienzuges bedeutet. Also ist 

rl = ys, d.h., y = V 

Diese Gleichung giebt den Abstand des Punktes G von dem 
Durchmesser; er muss überdiess noch auf dem Radius OC des 
Kreises sich befinden, welcher den Linienzug halbiert, da dieser 
Radius eine Symmetralaxe für den Linienzug ist. Man ziehe eine 
Gerade EF = s, deren einer Endpunkt E auf dem Durchmesser, 
und dessen anderer Endpunkt F auf der Tangente des Kreises 
liegt, welche parallel zu diesem Durchmesser ist; dann nehme man 
auf EF ein Segment EH = 1, und ziehe durch H die zu DF 
Parallele, bis sie die Symmetralaxe OC in G schneidet; dann er- 
halten wir, da die Gerade EF durch die Parallelen EO, HG, DF 
geschnitten wird: 

EF _ Abstand von EO, DF 

EH ~ Abstand von EO, HG' 

s r r 



oder V = 



—7 



l Abstand von G und EO y 

folglich ist G der gesuchte Schwerpunkt. Man beachte in der 
oben erhaltenen Formel wohl, dass 1 die Projection der gebroche- 
nen Linie auf einen beliebig gewählten Durchmesser, und y der 
senkrechte Abstand des Punktes G von dem nämlichen Durchmesser 

ist. Andere Consiruciion: Auf der Tangente CM, die senkrecht auf 

1 
der Symmetralaxe OC steht, schneide man ein Segment CM = — s 

ab, verbinde mit M, und ziehe von dem Endpunkte A des ge- 
gebenen Linienzuges, welcher mit M auf derselben Seite der Symme- 
tralaxe liegt, die Parallele zu OC, bis sie OM in N schneidet; 
durch N ziehe man dann die Parallele zu CM, die OC in G schneidet. 
In den ähnlichen Dreiecken OCM, OGN sind die Grundlinien näm- 
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lieh -B, -1, nater 1 £e Projectioii der gebrochenen Linie anf den 

zu OC aenkrediten Dnrduoeeaer verstanden. Die Höhe des ersten 
ist r, alBo ist die HSfae des zweiten gleich dem Abstände G vom 
Mittelpnnfete 0.*) 

ISS. Diese Construction ist anch auf den Fall anwendbar, 
'wenn das reguläre Polygon, dessen Umfang der gegebene Linien- 
zog angehört, anendlich viele Seiten hat, das 
lieisst, mit dem Kreise znsammenfällt. Die I 
gegebene Linie sei also ein Kreisbogen AB I 
mit dem Mittelpunkte (Fig. lll)j s sei die I 
Länge des Bogens, deren Hälfte als CH auf I 
der mittleren Tangente abgewickelt sei. Pro- I 
jiciert man den Endpunkt A als N auf OM I 
mittelst einer Parallele zur Symmetralaxe OC, 
und zieht durch N die Parallele zu MC, bis sie OC in trifft, 
so ist G der Schwerpunkt des Bogens AB. Denn man hat 
CM : CO =-. GN : GO, 

CM = is, GN=|l, 00 = r, 

also 

GO = y.**) 
136, Wenn der gegebene Linienzug der Umfang eines Drei- 
ecks ABC (Fig. 112) ist, so ist der Schwerpunkt G der Mittelpunkt 
des in das Dreieck D£F eingeschrie- 
benen Kreises, dessen Scheitel die Hal- 
biemngspnnkt« der Seiten des gegebenen 
Dreiecks sind. Denn D, E, F sind die 
Schwerpunkte der geradlinigen Segmente 
BC, CA, AB; folglich ist G der Schwer- 
punkt der Punkte « . D, /S . E, y . F, wo 
a : /! : y = BC : CA : AB ist. Der Schwer- 
punkt A' der Punkte (9. E, y.P theilt 
das Segment EF in zwei Segmeute £A', 
A'F , so dass sich verhält £A' : A'F 

= y : y? == AB : CA = |ab : |cA => ED : DF. Also ist DA' die 

Halbierungslinie des Winkels EDF, und folglich liegt G, welches 
der Schwerpunkt der Punkte a . D, (ß + y) . A' sein mnss, auf der 
(innern) Halbierungslinie des Winkels D des Dreiecks DBF. Ent- 
sprechend mnss G anch anf den Halbierungslinien EB', FC der 
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andern beiden Winkel liegen, also ist G das Centram des in das 
Dreieck DEF beschriebenen Kreises, w. z. b. w. 

173. Die gegebene Fignr sei das Viereck -ABCD (Fig. 113, 
114, 115), das man als die algebraische Snmme der beiden Drei- 
ecke ABD, CDB ansehen kann, in die es dnrcb die Diagonale 



BD getheilt wird. Es sei E der Halbiernngspnnkt von BD. Die 
Schwerpunkte G„ G, der beiden Dreiecke liegen dann bezflglich 

anf den Geraden AE, CE, so dasa G,E = -AE, Q,E = ^CE iat 

Folglich ist der Schwerpunkt G des Vierecks der Schwerpunkt der 
beiden Pankte «, . G„ «, . G„ wo «,:«,= ABD : CBD = AF : FC, 
nnter F den Durch sehn ittspnnkt der beiden Diagonalen BD, AC ver- 
standen. Da GgGj zwei Seiten des Dreiecka AEO in proportio- 
nierte Stocke theilt, so ist sie der dritten Seite AC parallel; dar- 
aus folgt, dasB die Gerade EG die G,G, nnd die AC in demselben 
Verhältniss, nämlich G,G : GG^ = «,:«,= FC : AP, theilt. Um 
AC im Verhältniss FC : AF zn theiten , genügt es, die Segmente 
AF, FC nnter sich zn vertauschen, das hetsst AH ^ FC zn machen, 
woraus HC =^ AF folgt. Die Verbindungslinie EH trifft dann 
G,G, im gesuchten Punkte G. 

Die Parallelen G.G^ und AC theilen die Segmente EA, EC, 



VIU. BCHWERPDNSTE. 



EH in proportionierte Stflcke; da nnn G,E »^-AE nnd 6,£ = -CE 

ist , 80 mnBs auch GG = —HE sein. 

Benutzt man jetzt statt BD die Diagonale AC, deren Halbie- 
TtmgBpnnkt E sei, so Iieg:t, wenn man anf BD den Wechsel der 
Segmente BF, FD gemacht hat (d. h., wenn man BL = FD nimmt, 
wodurch LD ^ BF wird), der Punkt G auch auf LK und zwar 

80, dasB OK = i-LK. 

Der Mittelpunkt E von BD Ist aber auch der Mittelpunkt von 
FL, und ebenso ist K der Halbierungspunkt von FH; also ist G 
der Schwerpunkt des Dreiecks FLH, d. h. : 

Der Schwerpunkt eines Vierecks fällt mit dem 
Schwerpunkt des Dreiecks zusammen, dessen 
Scheitel der Durchschnittspunkt der Diagona- 
len und die beiden Punkte sind, welche durch 
die Vertauschung der Abschnitte auf jeder der 
beiden Diagonalen entstehen. 
Daraus folgt, daas die Gerade FG durch den Halbierungspunkt 
J von HL geht.«) 

13S. Sind AD, BC parallel (Fig. 116, 117), und man zieht 
dttreh die Schwerpunkte der Dreiecke BCD, ABD die Parallelen 
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ZU AD, so theilen diese die Gerade MN, welche die Halbierangs- 

punkte von AD, BC verbindet , in drei gleiche Segmente. Da die 

Gerade MN die Halbierungspnnkte aller zu AD paralleler Sehnen 

enthält, also ein Durchmesser der Figur ist, so muss der Schwer- 

punkt 6 in ihr liegen, und er wird das mittlere Segment derselben 

in zwei den Flächen genannter Dreiecke proportionale Stücke thei* 

len, also proportional zu den Grundlinien BC, AD. Die Theile dea 

1 
mittleren Segmentes, deren Summe gleich -r-MN, und deren Ver- 

«5 

hältniss AD : BC ist, sind also bezüglich gleich 

MN.AD MN.BC 

3 (AD + BC) ' 3 (AD + BC)' 
und folglich ist 

Mß hm \ M^'AP _ MN(BC + 2AD ) 
^""*3 "*"3(AD + BC) 3(AD + BC) ' 

CN ^MN I ^ + ^^ __ MN(AD + 2BC) 
^"^"3 ^3(AD + BC) 3(AD + BC) ' 

also verhält sich MG : GN = BC + 2AD : AD + 2BC. Jede Gerade 
also, welche durch G geht und zwischen der Parallelen AD, BC 
enthalten ist, wird durch G in zwei zu BC -{- 2 AD und AD -{- 2BC 
proportionale Stücke getheilt. Daraus folgt, wenn man auf BC 
CP= AD macht, und auf AD AQ = CB, dass die Gerade PQ 
dann durch MN in zwei zu MP, QN proportionale Segmente ge- 
theilt wird; nun ist aber 

MP=-iBC + AD, QN = BC+|aD, 

folglich 

MP : QN = BC + 2AD : AD + 2BC; 

also geht PQ durch G. Da die Geraden BP, QD gleich und parallel 
sind, so halbieren sich PQ und BD; PQ geht also durch £, den 
Halbierungspunkt von BD, das heisst, PQ fällt mit HE zusammen. 
Macht man ausserdem auf AD 

DS == CB, AA' = IaS 

und auf BC das Stück CC = AA',' so muss, weil 

A'N = AN — AA' = JaD — i(AD - BC) = ^(AD + 2BC), 

nnd 

MC =» MC + CC = 5BC + i(AD — BC) = i(BC + 2 AD), 

also » 

AN : MC = AD + 2ÖC : BC + 2AD 

ist, A'C durch G gehen. 



Tin. SCHWEBPUHKTE. 95 

Hieraoa eDtnimmt man zwei einfache Constrncüonen des 
Schwerpunktes eines Vierecks mit zwei parallelen Seiten (Trapezes) 
entweder als Dnrchschnittspunkt von HN and PQ, oder aU Darch- 
Bchnitt von MN mit A'C'*). 

139, Die oben anseinandergesetste Consb^otion des Schwer- 
pnnkteB eines Vierecks versagt den Dienst, sobald die Diagonalen 
AC, BD parallel laufen (Fig. 118). Aber in 
diesem Falle ^nd die Dreiecke AfiD, BCD ■ 
äquivalent nnd von entgegengcBetztem Zeichen, I 
nsd folglich o, -)- a, =^ 0. Daraus folgt, dasB I 
der Flächeninhalt der Figur gleich KuU ist I 
(Nr. 95), nnd der Schwerpunkt fUlt ins Un- I 
endliche in der gemeinsamen Achtung von AC I 
nnd BD. 

I4f. Man verlangt jetzt den Schwerpunkt einer beliebigen 
geradlinigen Figur. Die Fläche dieser Figur kann man als die 
algebriüsche Summe der Dreiecke ansehen, welche von einem be- 
liebigen Pole aus die Seiten des Linienzugeg projicieren. Nach- 
dem man die Schwerpunkte A„ Ä^, A,, . . . dieser Dreiecke bestimmt 
bat, nnd die Flächen auf eine constante Basis reduciert sind, so 
daas sie den Segmenten a,, «„ a„ - . . proportional werden, findet 
man den gesuchten Punkt als Schwerpunkt der Punkte u, . A,,' 
«3 , A^, «3 . A3, ... , den man auf die eine oder die andere der 
beiden dargelegten Arten constmieren kann. 

Ist der Pol völlig beliebig, so ist die Zahl der Dreiecke 
gleich der Zahl der Seiten des Linienznges; nimmt man aber 
auf einer Seite oder im Durchschnitt zweier Seiten an, so vermin- 
dert sich die Zahl der Dreiecke bezüglich um eine oder zwei Ein- 
heiten. 

Statt die gegebene Figur als Summe von Dreiecken zn be- 
trachten, kann man sie auch als Aggregat von Vierecken und 
Dreiecken ansehen, in welche sie sich durch zweckmassig gezogene 
Gerade zerlegen Iftsst. 

141. Beispiele. — Die gegebene Figur sei das verschlungene 
Sechseck ABCDEF (Fig. 1 19 a. f. S.), welches die Snmme der Drei- 
ecke OBC, ÖGD, ODE, OFA ist, unter den Durchschnittspunkt 
der Seiten AB, EP verstanden. Von diesen vier Dreiecken ist das 
erste nnd das letzte positiv, die beiden andern negativ. Man be- 
stimme ihre Schwerpunkte G„G^, Gj, G^, und die Flächen der 
Drüecke, auf eine gemeinsame Basis reduciert, mögen proportional 
den Segmenten a„ «,, a„ m, sein. Wie die Dreiecke sind das 

•) CcLMAHN, (1.0. Ol 8. 150.— Walker, On an easy construelion of 
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erste nnd letzte der Segmente a poütiv, du zweite and dritte 
negativ. Wollen wir nnn die Methode der Nr. 120 anwenden, so 
mttBBen wir noch die vier Prodaete «, . OQ, aof eine j 



Basis b redacieren. In der Figur ist durch eine willkürliche 
Qerade s gezogen, ihre positive Eichtnng fixiert, und auf ihr sind 
die Segmente b, u„ a^, «,, u, vom gemeinsamen Anfang ans ab- 
getragen*) (h, a, , c(, in dem einen Sinne; u,, o, im entgegen- 
gesetzten). Nachdem der Endpunkt von h mit G, verbanden ist, 
hat man dnrch den Endpunkt von a^ zn der Verbindnngalinie die 
Parallele gelegt, bis sie 00^ in H, geschnitten. So bat man er- 
halten OG, : b -= OH, : u„ nnd folglich w, . 06, = h . OH,. Dann 
ist von ansgehend mit zu 0H„ OHj, OH,, OH, aqtüpoUenten 
Seiten ein Linienzug conatruiert; die äoblusE^erade ist OK. Um 
endlich den Punkt G zu construieren, der durch die Relation 

gegeben ist, bat man anf Ox vom Anfang aus dag Segment 
OS ^ a, + «j -|- «j + «j abgetragen, den Endpunkt mit R ver- 
bunden, und durch den Endpunkt von b zn der Verbindungs- 
geradsn die Parallele gezogen, bis sie OR in G geschnitten. 



*) In Fig. 119 Bind die Endpunkte der Segmente h, a durch dieae 
Bnchstaben seibat bezeichnet. Einiga der im Text erwähnten Geraden 
sind in der Figur nicht gezogen. 
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Ut.- Die Figur sei ferner der Qaetnehnitt eines sogeninnten 
Winkeleisens (Fig. 120). Derselbe ist in sechs Theile getheilt, 
vier Trapeze, ein Dreieck und ein Rechteck, die mit den Zalilen 
1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet sind. Voq 
diesen sechs Theilen sind die Schwer- 
pankte conslrniert, und die Flächen 
xni eine gemunsame Basis redadert, 
wodurch man die proportionalen Seg- 
mente 1, 2, 3, 4, 5, 6 bestimmt hat, 
welche dann der Reibe nach anf eine 
beliebige Grade tz aufgetragen sind. 
Durch einen beliebig gewählten Punkt 
U und dann Strahlen nach den Punk- 
ten von zz gezogen, welche Anfang 
und Ende derSegmente bilden; durch 
die Schwerpunkte der secha Compo- 
nentenfiguren sind femer ZQ zz Pa- 
rellele gezc^n und daranf ein Poly- 
gon coDstmiert, dessen Scheitel aof 
diesen Parallelen liegen, und dessen 
Seilen der Reihe nach den Strahlen, 
die von U ausgehen, parallel eind. 
Die beiden finssersten Seiten dieses 
Polygons schneiden sich in einem 
Punkte; durch denselben ist eben- 
falls eine Parallele zu zz gelegt, und 
diese Gerade rauss den gesuchten 
Schwerpunkt enthalten. Uro eine 
zweite Gerade, welche die nämliche 
Eigenschaft besitzt, zu erhalten, wie- 
derholt man die oben aagedenteten 
Operationen in Bezug anfeine andere 

Richtung als zz; oder man constraiert, wie in unserer Figur ge- 
schehen, unter Festhaltung von zz nnd U, ein nenes Polygon, 
dessen Scheitel auf Geraden liegen, welche dnrch die Sehwerpnnkte 
Ij 2, 3, 4, 5, 6 senkrecht zu zz gezogen sind, nnd dessen Seiten 
auf den entsprechenden Strahlen durch U senkrecht stehen. Es 
Ist klar, daas diess so viel ist, als eine nene Gerade zz senkrec!ft 
zur ersten zn ziehen und In Bezug anf diese so weiter vorzufehen, 
wie es früher fOr die erste zz geschehen ist. Es versteht sich 
von selbst, dass auf zz die Segmente I, 2, . . . mit Rtlcksicht anf 
das Zeichen aufgetragen werden mflssten, sobald die Fliehensttlcke, 
in welche die gegebene Fignr zerlegt ist, nicht sämmtlich von dem- 
selben Zeichen wären.*) 

•) CcLMANN, a.a. 0; S. 198. 



98 Vai. 8CHWEBPÜKKTE. 

U3, Bei der vorfaergehenden Gonatntction gebnucfaten wir 
zwei Polygone znm Zwecke zwei Gerade zn erhalten, welche durch 

den Schwerpunkt gehen, den man sucht. 

Sobald man aber schon a priori eine 
Gerade kennt, snf weloher der Schwer- 
punkt liegen masB, so genSgt «n ein- 
ziges Polygon, z. B. Wenn die Fignr 
einen DnrohmsBser besitzt. Dieser Fall 
ist in dem nebenstehenden Beispiele 
verificiert (Fig. 121), wo die Fignr eine 
Symmetralaxe besitzt. 

Diese Figur stellt den Querachnitt 
eines sogenannten doppelten T-Ei- 
sen a dar. 

144. Wir gehen ta den Sdiwerpunkten krummliniger Figuren 
aber, und betrachten zunichst einen Kreissector OAB (Fig. 122). 
Wir denken uns denselben in eine 
anendlich grosse Zahl von concen- 
trischen Elementarsectoren zerlegt, 
deren Schwerpunkte, wenn man ne 
als Dreiecke ansieht, auf dem mit 

dem Radius OA' ^ -OA beschrie- 
benen Kreise liegen. Der gesuchte 
Schwerpunkt ist also dann der Schwer- 
punkt G des Bogens A'B'. Um die- 
sen Punkt zu finden (Nr. 135), wickelt man den halben Bogen 
CA auf der Tangente CH ab, verbindet mit H and zieht ATS 
parallel za OC, bis zum Darcfasehnitt N mit OH. Dann ist G der 
Fusspunkt des von N auf den mittlem Radins OC geAUten Per- 
pendikels,») 

145. Es Bei jetzt der Kreisabschnitt 

ACB (Fig. 123) gegeben. Derselbe ist 
die Differenz zwischen dem Sector OAB 
und dem Dreieck OAB, oder die Snmitte 
des Sectora OAB and des Dreiecks OBA. 
Folglich liegt der Schwerpunkt des Ab- 
schnitts auf der Geraden (dem mittelsten 
Radius OC), welche die Schwerpunkte Q,, 
G, des Sectors und des Dreiecks verbindet, 
und theilt das Segment G,, G^ in zwei den 
Fliehen dieser Figuren umgekehrt pro- 

•) CouiAss, a. a. 0, 8. 158. 
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portionale Stücke. Nimmt m&D OA' =^ -04 and sucht den Punkt 

N, wie eben gezeigt iat, ao sind G„ Q, die Fosepankte der von A', N 
anf den mittlern Radius OC gefällten Perpendikel. Es sei P der 
DnrchgclmittBpiinkt von AB, OC, nnd H der Fosepunkt der von F 
auf OA gefftllten Senkrechten. Die Flächen des Sectors und des 
Dreiecks sind, bezüglich gleich GH . OA, PH . OA, das heisat, sie 
sind den Längen OH, FH proportional; ziehen wir also durch G„ 
G, zwei Segmente G,I, G,K parallel zu einander nnd von demael- 
hen Sinn, gleich oder proportional zn FH, CH, so iat der Dnreh- 
schnittapnnkt G von KI und OC der gesnchte Scbwerpnnkt. In 
der That hat man aus den ähnlichen Dreiecken 6G,I, 6Q,K die 
Pcoportion 

G,G : G,G = G,I : G,K — = FH ; CM. *) 

IM. Ist der Perimeter einer Figur, von der man den Schwer- 
punkt sucht, aas geradlinigen Segmenten nnd Kreisbogen znsam- 
meDgeaet^t, so zerlegt man, indem man die Sehnen der Bt^n 
oder die Radien nach den Endpunkten zieht, die Fignr in Theile, 
von denen man sämmtlicb den Schwerpunkt nnd den Ftäckeninhalt 
zn finden weiss; man kann also dann das Verfahren der Nr. 142 
in Anwendung bringen. 

Beüpiei. — Man verlangt den Schwerpnnkt der schon oben 
in Nr. 103 behandelten Figur (Fig. 124). Zu dem Zwecke denken 



wir sie zunächst in drei Tbeile zerlegt, den Mond, die Krone nnd 
die Summe der geradlinigen Theile; dann betrachten wir den Mond 

*) CoutAmi, a.a. 0., S. 1&4. 
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als algebraische Snmme der beiden Sectoren und eines Vierecks, 
die Krone als algebraische Summe zweier SectoreU; und indem wir 
noch den geradlinigen Theil mittelst der Geraden KCC'K' zer- 
schneiden , erhalten wir die vorgelegte Figur gleich der Summe 
folgender Theilfiguren: 

l Sector UAEÄ', 

2 Viereck OAÜA', 

3 Sector AOA'F, 

4 Sector OB'B, 

5 Sector OC'C, 

6 Trapeze BCKH + H'K'C'B', 

7 Trapeze CJIK + KTJ'C, 

von deinen wir sftmmtlich die Flächeninhalte zu bestimmen ver- 
stehen, indem wir sie auf eine gemeinsame Basis reducieren, und 
ebenso ihre Schwerpunkte zu construieren. Um den Schwerpunkt 
der Summe BCKH + H'KC'B' zu finden^ genügt es (Nr. 138); den 
Schwerpunkt des Trapezes BCKH zu bestimmen und durch den- 
selben zn KC die Parallele zu ziehen bis zum Durchschnitt mit 
der Symmetralaxe EO; der Durchschnittspunkt ist dann der ge- 
suchte Sdiwerpunkt. Um nun das Verfahren der Nr. 142 in An- 
wendung zn bringen ; ziehe man in einer von EO verschiedenen 
Richtung, z. B. in der von KCC'K', eine Gerade zz und trage auf 
dieser der Reihe nach die Segmente 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, die den 
sieben Theilfiguren proportional sind, ab, dabei beachtend, dass 
die Segm^te 3 und 5 in entgegengesetzter Riditung aufgetragen 
werden mttQsen, da sie negative Flächen repräsentieren. Dn^h 
einen belieb]|[ ausserhalb zz angenommenen Punkt V ziehe man 
Strahlen nach den Anfangs- und Endpunkten genannter Segmente; 
dann ziehe man durch die Schwerpunkte der Theilfiguren Parallele 
zu zz und eonstruiere ein Polygon, dessen Scheitel in dies^ Pa- 
rallelen fallen, nnd dessen Seiten der Reihe nach den vom Polel V 
ausgehenden Strahlen parallel sind. Durch den Durchschnittspunkt 
der ersten und letzten Seite des Polygons ziehe man eine Parallele 
zu zz, dann schneidet diese die Axe OU im gesuchten Schwer- 
punkt der gegebenen Figur. Dieser Punkt G fAllt in unserer 
Zeichnung sehr nahe mit dem Punkte 2 zusammen, dem Schwer- 
punkte des Vierecks OAUA'. Würde man die Seiten des Poly- 
gons hinreichend verlängern, um den Punkt zu finden, in welchem 
die erste Seite die vierte triflft, und den, in welchem die vierte 
und sechste Seite sich schneiden, und durch diese Punkte Parallele 
zu zz ziehen, bis sie die Symmetralaxe schneiden, so erhielte man 
in den Schnittpunkten die Schwerpunkte des Mondes und der 
Krone. 
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147. Um einen Kreiebogen AB auf der Tangente in A ab- 
zuwickeln (Fig. 125 J, kann man folgendermassen vorgehen. Hau 

verlängere BA um ein Stück AC ^ ^BA, 

dann bescbreibe man mit C als Centmm 
und mit CS aU Radina einen Bogen, der 
die Tangente in D trifft, dann ist AD 
die Länge des gegebenen Bogens mit 
einem negativen Febler, dessen Verhält- 
niss zum Bogen 

ff ff' 

~ 1Ö8Ö ■" 54432 
ist, unter ß das Verhältniss des Bogens 
zum Radius verstanden.*) 

Oder (Fig. 126): Es sei D der H&lbierungsp unkt des Bogens AB, 
und K der Halbierangspankt des Bogen» AD; der Radius OE treffe 
die Tangente durch A in C, nnd 
man ziehe GB; dann ist AC -f- CB 
die Länge des gegebenen Bogens mit 
einem positiven Fehler, dessen Ver- 
bftltniss zum Bogen gleich ist 



' 432Ü ' 3484648 ' 
Da 4320 = 4 X 1080 ist, so er- 
4 
hftlt maA, wenn man zu - der durch 

die zweite Construction gefundenen 

L&nge - der dnrch die erste Construction bestimmten Länge addiert, 

■la resnltierende Summe eine angenäherte Länge des Bogens mit 
einem positiven Fehler, dessen Verhältniss zum Bogen gleich ist 
170* 

+ -— ■■■**) 

^870912 ' 

POr den Beweis dieser Regeln verweisen wir den Leser auf 
die Originalarbeiten des Professor Rankine, die wir am Fnsse der 
Seite oitiert haben. 

•) Rankine, On Ihe äpproximate drawing of cireular arcs of gtven 
lengfh (Philosopbical Magazine, October 1867), p 2S6. 

••) Rankihe, 0» the tmproximate recti/Ualio» of ciretdar arcs (Philo- 
sophleat Magazine, Novemter 1S67), p. 3SI. 
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14$, In Bezug auf äieBen Gegenstand halte ich es ftr an- 
gemessen, hier einen Brief abdrucken zu Itusen, den mehi Freund, 
Herr Prof. A. Satno, an mich gerichtet hat. 

„Die von Cdluakn*) gegebene Methode, einen KreiibogenAB 
anf der Tangente durch einen seiner Punkte abzuwickeln , ist gar 
zu lang. Ich glaube, man kann graphisch die Lflnge eines Kreis- 
bogens in viel einfacherer Weise erbalten, indem man in Hilfs- 
curven seine Znflncht nimmt, die, einmal construiert, in jedem 
Falle benntzt werden können. 

„Man denke sich (Fig. 127) eine Windnng OHRS der Spi- 
rale des Archihedes bezogen anf die Polaraxe OX nnd den Pol 



0, deren Gleichung (> ^ a . ot**) ist, und den Kreis, mit dem 
Mittelpunkt nnd dem Radios OA' = a. Es sei OM ein belie- 
biger Radinnvector der S^nrale, der den Kreis in M' schneidet, dann 
ist Bogen A'H' ^= OM. Will man nun die Länge eines Kreisbogens 
A"M" von beliebigen Radius OA" bestimmen, so genflgt es die 
Spirale (die man ans der vorigen Lage weggenommen denkt) so 
anzulegen, dass ihre Polarase mit dem Radins OA" des gegebenen 
Bogens znsammenftUt, anf OA" den Punkt A' zu bezeichnen, 
nnd anf dem andern Radins OM" den Punkt M, in dem derselbe 
die Curve schneidet. Nimmt man jetzt die Spirale weg und zieht 
durch A" die Parallele zu AH, so schneidet diese OM" in M"', 
and OM"' ist die gesuchte Lsnge des Bogens. Man kann diese 
Spirale auf einer dttnnen Platte von Messing, Talkstein oder Elfen- 
bein ctNistmieren; es genfigt anf ihr den Pol nnd den Punkt A' 



•) CuuiAim, a- a. 0., S. 37. 

**) Q ist der Radinsvector OH, nnd a> die entsprechende Ano- 
malie A'OM. 
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zn bezeichnen. Eb wire dts ein neues Inatrament, das man dem 

Graphometer iu dem Reiaszeoge der Ingenieure hinzafDgen könnte. 

„Die Spirale des äbchimsdes (i ^^ at» (Fig. 12S) tiefert aneli 

die Äbwieketang eines Bogens anf der Tangente. Nachdem man 



den Kreis, dessen Radius OA = a, und den Kreis, dessen Durch- 
messer OC = OA ist, beschrieben liat, und wenn B, H die Punkte 
sind, in denen diese 'Kreise von dem beliebigen Radinsvectar OH 
geschnitten werden , so ist OM = Bogen AB = Bogen OA. Will 
man also den Bogen OV anf der Tangente OX abwickeln, so 
,brancht man nnr die Spirale in der Art zu legen, daas der Pol 
nnd die Polaraxe bezüglich mit dem Bertthrungspunkt und der 
Tangente OX des gegebenen Bogens |zusammenfallen , und dann 
die Punkte H, H sn bezeichnen, in denen die Sehne OV den Kreis 
vom Durchmesser 00 nnd die Spirale trifft. Nimmt man jetzt 
die Spirale weg , macht auf OX das Stack OH' = OH nnd zieht 
dnrch V zu HM' die Parallele VV, so ist OV die verlangte Länge 
des Bogens. 

„Grosserer Festigkeit der Platte halber, die das Instrument 
bildet, ist es gut, den Kreis vom Radius OC = CO in Anwendung 
zu bringen; daun erh&lt man, wenn man VO verlängert denkt, 
OH' — = HO. 
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„Eine andere Cnrve, die su dem nftmlichen Zwecke dienen 
kann, ist die hyperbolische Spir&te, deren Oleichnng in 
Polsrcooräinateii a = q(o ist. Man zeichne (Fig. 129) eine Win- 



dung dieser Cnrve . . . NHDCBA, und bezeichne anf der Polaraxe 
den Punkt A' so, daas OA' = a ist. Dann hat der Kreisliogen 
HH' mit dem Radins OU die Linge OA'; folglich hat ein helie- 
biger Bogen H"H" mit dem Gentmm znm Mass OA",''wo man 
A" erh&lt, wenn man H"A" parallel zu MA' zieht. Diese Cnrve 
iat fihrigens znr Bestimmung der Linge von kleinen Bogen nn- 
brauchbar, so dass in praktischer Hinsicht die erste Cnrve voizn- 
ziehen iat. 

„Die hyperbolische Spirale giebt aach in sehr el^anter Weise 
die Theiinng der Winkel. Will man n&mUch den Bogen M'H' 

^ — IfH bestimmen (Fig. 12S), so verl&ngere man den Radins- 

vector OH nnd mache OH" •^ n . OH; dann schneide man die 
* Spirale mit dem Radius OH" in N, so trifit ON den Bogen M'H 

im gesuchten Pnakte N'. 

„Um den Bogen snf 
der Tangente abzuwickeln, 
kann man auch eine an- 
dere Uil&cnrve benntzen, 
nJLmlich die Kreisevolvente. 
Man habe (Figur 130) 
den Kreis vom Radins CA', 
nnd es sei A'M'B'CD' 
die Evolvente desselben. 
Ans der Figur hat man so- 
fort: Bogen MA' = MH'i 
wo MM' die Tangente des 
Kreises in M ist Will man 
nnn den Bogen H'U"' mit 
dem Centrum auf der 
Tangente desselben durch 
den Punkt M' abwickeln. 
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Bo braacbt man nur OM' zn ziehen, welche hinreichend verlängert 
die fragliche Tangente in M"* trifft; dann ist M"H"' die verlangte 
- Lange des Bogene." 

IM. Höchst einfach ist die folgende Methode den halben Kreis- 
tunfang zn rectificieren , die mir Herr Ingenieur Cebadini, Pro- 
fessor an der Scnola d'Äpplicazione per gl'Ingegneri In Rom rait- 
gethellt hat. Es sei (Fig. 131) der Uittelpnnkt und AB ein 



DurchmesBer des Kreises vom Badius = 1 , der Winkel COA =» 30*. 
Ninunt man CO gleich dem dreifachen Radios, so ist 

BD* = BÄ" 4- (CD — CA)' — 4 -1- (3 — /j? 30% 
i. b., es ist 

BD «3,1415s, 
ein^bis anf vier Decimalen genaner Werth für den halben Umfang. 
Mittelst dieser Methode ISsst sich die Rectification eines Bogens, 
der grdssec«als 90" ist, anf die Rectification des Supplementar- 
bogens redneleren. 
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